
жение ау затухает вдоль оси Х тем быстрее , чем больше р асстояние между

источника ми тепла . Величин а напр яжений ах вдоль оси Х на порядок мен ьше

н ап ряжения ау.

1. Диткин В. А ., Придников А . П . Опер а ционное и счисление.- ,11.1. : Высш . ШК . , 1975.
407 с .

:2. Подстригал Я . С . , Каляно Ю. М. Н еусгановившисся темпер атур н ые поля и напр яже

н ия в тонких пласти н ках .- Киев: Н ау к . думка, ]972.- 308 с.

З . Снеддон Н . Преобразова ни е Фурье.- М . : Изд-во иностр . л ит., ]955.- 668 с .

Ин -т прикл , пробл , механики

и математики АН усср . Л ьвов

;УДК 539.377

А. Н. f{УЛI1I<

:;АДАЧА ТЕРМQУПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛОСЫ-ПЛАСТИНКИ.
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в работе [3] определено установ ившееся температурное поле тонкой полосы

пластин ки, нагреваемой источн иком тепла постоя нной мощности , движу

щимся С постоянной скоростью вдоль средней лин ии полосы. В работе [2]
оп ределены температурные напряжен и я в полосе-пла сти н ке , н агреваемой

иеподвижными постоянной мощности источник ами тепл а. Неустановившиеся

температурные напряжен ия в полосе- пл астинк е, обусловл ен ные последова

тельно включаемыми парами неподв ижных источников тепл а постоянной

мощности, оп ределены в р аботе [1]. в упом я нутых р аботах применялея метод

интеграль ных п реобр а эований. В н асто ящей работе та кже используется

этот метод для определения температурных нап р яжен и й , обусловленных

движущимся по заданному закону источником тепла, мощность которого

является известной функцией времени.

Если торцы У = О , У = 1 полосы-пластинки теплоиэол ир ованы, то ее

температурное поле будет таким же , как и поле бесконечно й пластинки , на 

греваемой источниками тепла, расположенными соответств ующим образом .

Пусть в н ачальный момент времени включается и н ач ин ает движение от

точки (Ха, уо) со гла сно закону

г
( .

х гт) = Хо + .\ Vx(~)d~ ,
о

т

У (Т) = Уо +1Vу Ш d;
о

сосредоточенный источник тепла мощностью q (т) . Темп ер ату р а tc внешней

среды и коэффициент теплоотдачи а, С боковых повер х н остей г = + 8 прин и

маются постоянными. Для определен ия темп ер атур ного поля Т имеем урав

нение

о 1 д~ 1
"~:(} - %"19' - а ---a-t = - 20л. F (Х , У , т)

и начальное условие {} 1,=0= О . Здесь

(1)

F (Х , у , Т) = q (Т) 6 (Х - х (Т)) {8 (у - у (Т)) + 8 (у + у (Т)) +~I [6 (у + у (Т) +

+ 2kl) + б (у + у (т) - 2kl ) + 8 (У - у (Т) + 2kl) + б (у - У (Т) - 2kt)]} .

Применяя п реобразование Лапласа по времен и т и Фурье по координатам Х

и у , получаем

(2)
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Применяя к (2) обратные преобразования Лапласа и Фурье и используя
теор емы о свертках , находим

т 2

i'} = QJб(Х -Х (Т - То» q (т -то)ехр [_(х2 +~2) aTo] {ехр (- 4~~ ) +

( y~) ~ [ ( (у + 2kl) 2 ) ((у_ - 2kl) 2 )+ ехр - 4a'to + LJ ехр - -4a'to + ехр - 4а, +
k= ! о

+ ехр (- (Y+4~'t:k l ) 2) + ехр (- (Y\:o2kl) 2)]} Y~:'to ' (3)

У± = у + у (Т - то) ; Q =-~=-

Если источник тепла в момент времени Т* выключается, то следует положить

q (Т) = qO(Т) [5+ (Т) - 5+ (Т - Т*) ].

Напряжения определим по известным формулам

д2 • д2

ахх = ду2 (И - ф) , ацу = дх! (И - ф), (4)

д2

аху = - дхду (И - ф),

где функция И удовлетворяет уравнен ию

tJ.tJ.И = О, (5)

а функция Ф есть частное решение ур авнения

tJ.ф = aIE~. (6)

Применив к уравнению" (5), (6) преобразование Фурье, найдем

d
4
[j _ 2 '1:2 d

2
[j + 'С.4 [) = О (7)

dy4 ':> dy2 ':> ,

d2ф - -
d

y
2 - ~2ф = aiE~ (~, у, Т) . (8)

После применения преобразования Фурье к формулам (4) получим

- д2 - - --
ахх = ду2 (И - ф) , ауу = - ~2 (И - ф),

(9)
- . д - -
аху = [~ ду (И - Ф).

Частное решение уравнения (8) возьмем в виде

где

ос

+ ~ [О) (~ , у + 2kl , ТО) + о) (~ , у - 2kl, LO) + о) (~ , - у + 2kl, LO) +
k= 1

1"11 ( у ~ /-)+ 0) (~,- y-2kl,'t"0)]; О)(s,У,То)=е ~ !J- егfc 2 У-:То +1~lv aTo +

+ el~IY+ erfc ( У+ + I~ IV aLO).
2 У Q'to

Постоянные, в ходящие в решен ие уравнения (7), определим , удовлетворив

трансформированным по Фурье условиям отсутствия напряжений на
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(11)

торцах полосы-пластинки:

ауу lу=О = - ~2 (И - Ф)у=О = О, fJчу /у=1 = - ~2 (И - Ф)у=1 = О ,

- д - - - д --
иху Iy=o= i~ ду (И - Ф) Iy=o= о , иху ly=1= i~ 7JY (И - Ф) ly=1= О.

Подставив найденные значен ия постоянных в соотношения, определяющие

тр ансформированные компоненты напр яжения ихх , crY!J' аху, найдем

ахх = ~* {e i~ IY [И1 (1 ~ 1, у) Ф Iy=o+ И2 (1~ 1, у) ф ly=1+ И3 (1Н у) ~~ ly=J +

+ e- I~ I Y [И1 (-1 ~ 1, у) ф lу=о + И2 (- 1~ 1, у) ф ly=1 + И3 (-1 ~ 1, у) ~~ ly=J}-
д2ф

~* = 4 (sh2
1 j: Il- ~212) ;- ду2 , '"

ауу = ~* {e l~IY [111(1 :; 1, у) ф Iy=o+ V2 (1 1; 1, у) Ф ly=1 + V3(/ :; 1, у) ~~ ly=J +

+ e-I~IY [V1 (-1 :; 1, у) ф Iy=o+V2 (1:; 1, у) ф ly=1+ Vз (- I 1; 1, у) ~~ ly=J}+
+ ~2ф ; (12)

аху = ~* {еШУ [W1 (1:; 1, у) Ф Iv=o+ W2(1:; 1, у) Ф lи=1 + ~i7з (/ ~ 1. у) ~~ [v=J +

+ e-I~JY [W1 (-1; 1, у) ф Iy=o + W2 (- I:; 1, у) ф ly=1 + Wз (! ~ 1, у) ~: ly=J}-

- i; дд~ , (13)

где

И1 (1 :; 1. у) = :;2 [1 + (2! + у) 1:; 1- 2! (l- у) :;2 - е-2Щ1 _ у 1; Iс-2Щ 1 j ;

И2 (/ 1; 1, у) = ~2 [- 1 +1:; I(l- у) e l l~ 1 + e-I I ~ I -1 :; I(3l- у) e- l ls1_ 2IуI;2е-Щ' ] ;

И3 (/ :; 1. у) = 1:; 1[-(l- у) 1:; 1еllt, ! + 4 sh ll :;1-1 :; 1(31 + у) e-II; I - 2lуi;2с-Щ,l ] ;

V1 (1:; 1. у) = ~2 [1 + I~ I(2 / - у) + 2 /~2 (l- у) + I~ Iуе-21 1 ; I _ e- 211;1];

V2 (1 :; 1. у) = - ~2 [2 sh [l ~ I+ (l- у) , :; Ie l/ ~I + 11;1 (l + у) e- l lsl - 2yl I;2e- l lsl] ;

Vз ( 1 :; 1. у) = 2;2 [(l - у) sh I I:; I+ [у I:; Iе-Щ1 J;

W1 (1; 1, у) = - 1;3 [2! (1- у) 1:; I+ ye-211
; 1- у] ;

W z (1 ; 1. у) = 21;3 [(l- у) sh 111; I - l y I~ 1e- lls1j;

W3 (1 ~ 1, у) = ~ [2 sh [' ~ 1-(l- у) 1~ 1e ll ~ 1 + (l + у) I~ 1e- II;1- 2ly~2e-I I ~ I J .

Подставляя в выражения (11) - (13) зн ачение Ф из формулы (10) и вып олн яя

обратное п реобр азование Фурье, получаем

'00
щЕQ r r -а,ох' ~

ауи = - у-- j j q (1' - 1'0) е [У (s, у, 1'0) +
4 л о о

(14)
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';00

щЕQ r r ) -а,;.х· [z ( )
аху = - ,,- J J q (Т - То е S, у, То -

4 r л о о

~ ]. ~- Sд"У (S , у, "'о) SШ S(Х- Х(Т-ТО))-Е-dто,

где

х (S, у, То) = 1*{e~Y [И1 (S, у) чг (S, о, То) + И2 (S, у) чr (S, [, То) +

+ из (s, у) ~; (s, у, 1:0)IV=11 + e- SY [И1 (- S, у) ч" (s, о, То) +
+ И2 ( - S, у) Ч' (s, [, то) + из (- S, у) дЧJ (~, у , '"Со) I ]};

ду у=1

У (s, у, 1:0) = ;*{esY [V1 (S, у) ч" (s, о , 'Со) + VZ (S, у) Ч! (S, [, То) +

+ Vз(s, у) ~; (S, у, 'tO)(Y=I] +e- SY [V1 (- s, у)Ч" (s, о, "'о) +

+ Vz(- S, у) Ч" (S, [, "'о) + Vз (- S, у) ~; (s, у , 'to)IY=I]};

Z (s, у, <[о) = ;*{eSY[W1 (S, у) Ч' (s, о, 'Со) + W2 (S, у) Ч" (S, [, 1:0) +

+ WЗ (s, у) ~; (S, у, 1:0) IV=I}+ e-~Y [W1(- S, у) Ч" (S, о, '1"0) +

+ Wz(- S, у) Ч' (s, 1, 1:0) + wз (s, у) ~; (S, у, 'Со) IU=I]},
Если источник тепла неподв ижен, то интеграл по '1"0 в формулах (14)

беретс я по частям. Устремляя 1 к бесконечности, получаем после выполне

ния интегрирования формулы для определения напряжений в полубесконеч

ной пластинке .
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Пусть пластина Q свободно оп ерта на участке контура a Q l и свободна на дQz.

Согласно классической теории пластин [6], основанной на гипотезах Кирх

гофа , функция прогибов W (х) , х Е (х1 , Xz), Б этом случае должна удовлетво

рять следующим граничным условиям :

W ( Х) ! дQ , = о , (1)

(
дЧV iП\:l' \ rM n = -D -д 2 +V -

d
21 =0,n '"с i дQ,

(2)
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