
удк 539.377

В. С. Попович, И. И. Наталюк

ТЕМПЕ~АТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ТОНКОй ПЛАСТИНКЕ,

НАГРЕВАЕМОй ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМОй

ИСТОЧНИКОВ ТЕПЛА

Рассмотрим тонкую изотропную пластинку толщиной 28, физико-механи

ческие характеристики которой не з ависят от температуры. Пусть рассмат

риваемая пластинка на протяжении конечного промежутка времени нагре

вается равноудаленными друг от друга и расположенными па одной прямой

источниками тепла одинаковой мощности. Через боковые поверхности плас

тинки происходит конвективный теплообмен со средой нулевой температуры.

Начальная температура пластинки равна нулю .

Температурное поле такой пластинки определится из уравнения тепло

проводности [2]
2 1 дТ w

6.Т-х Т = --- ---
а д. 2J_tб

С краевыми условиями

(1)

т Ilxt->oo = О, Т l"t=o = О, (2)
а2 д2

где 6. = - 0-,2- +-д 2 - оператор Лапласа ; Лt - коэффициент теплопровод-
ах у

ности ; х2 = аJлt8 ; а - коэффициент теплообмена с боковых поверхностей

пластинки z = +8; а = л/ер - коэффициент температуропроводности;

С, р - теплоемкость и плотность материала пластинки соответственно ; W =
е

= j Wdz - отнесенная к единице площади срединной плоскости пластинки
-о

плотность источников тепла. Плотность источников тепла W в данном случае

имеет вид

W = 2i 8(х) (1 + 2"'~l соз лту) N ('t). (3)

e-1xl
l' {8 (ч) ++mf! [8 (1'] + лт) + 8 (1']- лт) ] } ,

(4)

mл

Здесь q - мощность источников тепла; лт = - [ -; 21 - расстояние между

соседними источниками тепла; 8 (х) - дельта-фун кция Дирака; N с.) =
= S+ (т) - S+ (т - '"с1) ; '&1 - время работы источников тепла;

S ' ) {1,'t. >O,+t't =
О, 'C~ О.

Используя преобразование Лапласа по времени 't и Фурье по коорди

нате у [1, 3], находим решение краевой задачи теплопроводности (1), (2) в

изображениях

г: VЛ q l_e-S"t,
т = """2 2[ЛtV s

где _ "'"
')'2 = ++ х2 + 1']2; Т = j j Te-i"f) y-S"td'tdy;

- 000

s, 1'] - параметры преобразования Лапласа и Фурье соответственно.

Осуществив в выражении (4) обратное преобр азование в соответствии с

формулам и обращения Фурье - Лапласа, найдем такое выражение темпера

турного поля рассматриваемой пластинки:

т =_q_ [ Р (х, ""С) + ~ Рт (х , 'Ь) cos АтУ]. (5)
8lЛt Х !::l V х2 + л~
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Здесь и далее использованы обозначения:

Рт (Х , т ) = Е;;; (Х , т) - S+ (т - '"(1) Е;;; (Х , 1: - '"1) ; Ео (х, '"С) =

= Е;;; (х, т) !1.m=О ; Р (х, т) = Ео (х , т) - S+ (т - '"(1) Ба (х , т - 'I1) ;

± - IХ I ·Vх,+1.~ ( IX1 V 2 2 )
Еm (х , т) = е erfc.. - (х + 1,,1/1) ат. +

~ 1Iт;

(9)

(1О)

ь,.чr = (1+ v) a tT . (7)

Здесь V t - коэффициент Пуассона, а аl -температурныйкоэффициент ли

нейного расширен ия материала п ласти нки .

Поскольку рассматриваема я пластинка свободна от в неш н е й нагрузки,

компоненты температур ных напряжений (6) должны удо вл етво р ять та ким

условиям:

охх Ilxl- "", = дху Ilxl- co = оуу Ilxl-co = О. (8)

Применив к (6) - (8) преобр азование Фурье по координате у и Лапл а с а

по времени т, получим

- -
21..~ с: . cflY ':: {i~'[,

ихх = 2О11 .1., иху = - 2G11L - d- ' иуу = - 2О - , -., ,
х ах-

(:~2 - 112) ф = (1 + ") а/г,

+ eIXIVX2+1,~ erfc ( 21;~, +V(x2 + л~,) a't); erfc (1;) = 1 - ег Е Ш;

2 !' _ 1'
егЕ (1;) = ----=- r е dt - интеграл вероятности .

1/n J
О

Напряженное состояние рассматриваемой бесконечной пластинки,

обусловленное температурным полем (5), определяется по формулам [2]

д2IJ' д 2 Ч' д2Ч'
ихх = - 2О ду2 ' и ху = 2О дхду ' иуу = - 2С дх2 , (6)

где чг - термоупругий потенциал перемещений , являющийся частным ре

шением уравнения

~ - -
ахх IIXI-co = аху Ilxl- co = ауу Ilxl.... ос = О . ( 1Г )

Частное решение уравнения (10) , удовлетворяющее условиям (11),
имеет вид

W= (1 + '1.) (Xt q 1/ ;]; 1 - е-Н' ( e- 1X!1' _ e- Jxl 1'11 ) Х

гп, 2 s ( ~ +){2) У 111 I .

х {о (11) + -} "~ l [о (11 + Лm) + 1) (ч - Лn,) ] 1· (12)

Подстав ив р ешение (12) в (9), найдем трансформанты Фурье - Лапласа

темп ер атурных напряжений

г: _ 2 (е-IXI 1' _ e-1x11'11 \ '1
Ихх -11 у 1111 /L(s,11"

Оху = i11 Се- и'l - е-Ixl 1'111) L (5, 11) sgn х, (1З)

где

~

Оуу = - (ye-1x1
,? -1 1'11e- 1XI 1'I11) L (5,11) ,

L ( )
_ v n G (1 + v) щq 1 - е-50,

5, 11 - 2 п ( ) х' 1 S ...2- + ){ 2

а

Х {о (11) + {- n~l [о (11 + Лm) + 0 (11 - лm)] } .
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Осуществив в выражениях (13) обратное преобр азов ание Фурье - Лап 

ласа, получим такие выражения температурных напряжен ий в рассматри

ваемой пластинке :

_ Е \-, ~ ф( l) ( ~
ахх - а ~ "'т т Х , т) cos "'тУ,

т=l

00

Е " ~ ф(2) ( . ~
аху = .qsgп Х L: "'т т Х , т) эш "'тУ,

т=l

[
\ ' (3) l

ауу = - Бq ,Фа (Х, т) + ~ ЛmФm (Х , т) cos ЛmУJ .
m= l

(14}

(1) ( ) Р ( ) Е Ещq .
а Х" = Х Х,'; а = Ю'l lх 2 ' Е = 2О (1 + v); Е;;О (х, с) =

(15)

= Е;; (Х , т) 1><=0; е.; (Х, т) = e- !X 1t'm [(е-ах '1: - 1) - s+ (т - '1) (e-a
><2(, - 't 1) - 1)].

Рассмотр им некоторые частные случаи , вытекающие из решени й

(5), (14).
1. Перейдя в выражениях (5), (14) к п ределу при Х -+ О, получим реше

н ие рассматриваемой задач и в случае теплоизолированных боковых поверх

ностей Z = +0:

т = 8~tl [Ра (Х , т) + m~1 л.~ Рта (Х , т) COS ЛтУJ;
00

Е * \" (1) ~
а х., = - а -' i. ,,/ f)mO(Х , т) cos ('тУ ,

m= !

. эс

'. " -" (2) .
аху = Ба sgп Х .ц '}'тФIII() ( Х, т) S I П )'тУ,

тn= l

ауу = - Е; l'+Ра (х, Т) + f "A,,/T)~';6 (Х , т) cos "АтУ] ,
..., 111= 1

где Е; = ЕСХА/8лt l ;

(1)( ! ) ( ' )- 1 [L (I) ( , ) S (т ) г (l ) ( (" ).
тО Х,' - 4~.,'. т Х " - + о - '] '-'т Х " - '1) ] - еmо А, ' ,

0(2) / , ) _ 1 fL (2) ( \ s ( ) L(2)( ) ] (, \ .
1 " ,0 ,Х.' - ~ l т Х , ' 1- +' - '1 т Х, ' - '] - еmО Х , т ) ;

</~.~n

I (3) ( , 1 [ (3) , S (3) •
( )mО Х, ,) = 41..2 [ т (х, Т) - + (т - '1) [т (Х, ,- '1)] - ето (Х, Т) ,

т

4'

(16)
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L~) (х, т) = (2ал~! - 1) Е;';о (х, т) - Лm Iх IE;to(х, т); L~) (х , т) =
.-: 2аЛm'LE;to(х , т) - 1х 1Е;';о (х , т) ; L~) (х , т) = (2алm'L + 1)Е;';о ( х, т) 

4 VQl; _л2 а,_ ~
- 1х 1 E;to(х , т) + Лm ---л- е т 4a't ;

1/
---;П - ~

РО (х, т) = 4 ---л- е 4а, _

- 2 1х Ierfc ( I х I )- з, (т - 'L1) [4 1/ а (, - ' 1) е- 4a(:~'1 )
\ 2Уа, л

_ 21 х 1erfc ( I х I ) ;
2 ,1 а (т - '1)

Рmо (х , т) = Е;';о(х, 'L) - S+('L -'L1) Е;';о (х , 'L - '-1) .

'2. Отбр асывая в решен и ях (5), (14) члены, содержащие множителем

едини чную функцию S+ (т - '(1), что равнозначно осуществлению предель

ного п ерехода п ри '"1 ~ 00, получаем

решение рассматриваемой задачи для

случая, когда источники тепла дей

ствуют постоянно .

3. Если в Формулах (5), (14) от

бросить члены, содержащие множите

лем единичную функцию S+ (т - '(1)'
и перейти к пределу п р и т ~ 00, то

получим решение статической задачи

термоуп ругости для бесконечной пла-

бu \

.10

О

/
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Рис .

I у О /2 18

Рис . 2
24 )(

(18)

(1 7)

стинки С теплообменом , нагрев аемой периодически расположенными вдоль

оси у точечными источниками тепла, а именно:

[

1 сс - lх lV><'+л.~ ]
т = - q- -- e-><Ixl + ~ е соз л'mУ ;

4/"'1 Х ""'-J у . 2 , 2
m= l Х + "'т

(J = 2Е ~ "л. ( Лm e- 1 х 1VХ'+л~ - e-1Х 1 J..m ) cos л, у
хх Q ~ т у <) 2 т t

m=1 Х-+ "'т

2Е \' ~ ( -I .чVХ'+л~ - IХ 1 Лm ) · ~
аху = Qsgn х .:.- I\m е - е SШJl,mУ ,

m=l
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L=0,5

/,5

-0,4

.
-ф

На рис. 1, 6 построены графики распределения безразмерной температуры

Т 4л'/Т u б
б = -- вдоль осеи координат в зависимости от езразмерногозначения

q
1

полурасстояния между источниками тепла L = В' При этом введены без-

<%

40

1

0.5 /
Рис. 4

/2

Рис. 6

/,5
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!

0,5
Рис. 5
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Рис. 3
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размерные координаты Х = +, у = -t, а критерий Био Bi = %262 принят

равным 0,01.
Графики распределения напряжений ах = 4Л,/UЕхх , ау = 4л'/uЕ

уg вдоль
qa/ qat -

осей координат приведены на рис. 2-5. Из графиков видно, что напряжение

а х Iy=o, ау Iy=o отрицательно для всех Х, а ау Ix=o - для всех У. Напря
жение ах /х=о изменяет знак с отрицательного на положительный, причем

точка изменения знака с ростом L отодвигается от источника тепла. Напря-
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жение ау затухает вдоль оси Х тем быстрее , чем больше р асстояние между

источника ми тепла . Величин а напр яжений ах вдоль оси Х на порядок мен ьше

н ап ряжения ау.
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в работе [3] определено установ ившееся температурное поле тонкой полосы

пластин ки, нагреваемой источн иком тепла постоя нной мощности , движу

щимся С постоянной скоростью вдоль средней лин ии полосы. В работе [2]
оп ределены температурные напряжен и я в полосе-пла сти н ке , н агреваемой

иеподвижными постоянной мощности источник ами тепл а. Неустановившиеся

температурные напряжен ия в полосе- пл астинк е, обусловл ен ные последова

тельно включаемыми парами неподв ижных источников тепл а постоянной

мощности, оп ределены в р аботе [1]. в упом я нутых р аботах применялея метод

интеграль ных п реобр а эований. В н асто ящей работе та кже используется

этот метод для определения температурных нап р яжен и й , обусловленных

движущимся по заданному закону источником тепла, мощность которого

является известной функцией времени.

Если торцы У = О , У = 1 полосы-пластинки теплоиэол ир ованы, то ее

температурное поле будет таким же , как и поле бесконечно й пластинки , на 

греваемой источниками тепла, расположенными соответств ующим образом .

Пусть в н ачальный момент времени включается и н ач ин ает движение от

точки (Ха, уо) со гла сно закону

г
( .

х гт) = Хо + .\ Vx(~)d~ ,
о

т

У (Т) = Уо +1Vу Ш d;
о

сосредоточенный источник тепла мощностью q (т) . Темп ер ату р а tc внешней

среды и коэффициент теплоотдачи а, С боковых повер х н остей г = + 8 прин и

маются постоянными. Для определен ия темп ер атур ного поля Т имеем урав

нение

о 1 д~ 1
"~:(} - %"19' - а ---a-t = - 20л. F (Х , У , т)

и начальное условие {} 1,=0= О . Здесь

(1)

F (Х , у , Т) = q (Т) 6 (Х - х (Т)) {8 (у - у (Т)) + 8 (у + у (Т)) +~I [6 (у + у (Т) +

+ 2kl) + б (у + у (т) - 2kl ) + 8 (У - у (Т) + 2kl) + б (у - У (Т) - 2kt)]} .

Применяя п реобразование Лапласа по времен и т и Фурье по координатам Х

и у , получаем

(2)
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