
которые пр и Q = о и F = о являются исходными соотношениями известной
задач и Даниловской о тепловых напряжениях в уп ругом полупространстве

п ри тепловом уда ре на поверхности [1] , сформули рован ной относительно

функции 'Ф = ахх + Огг - суммы нормальных напряжений в направлении

осей х и Z.
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в работе [7] исследовано напр яженно-деформир ованное состоян ие трансвер 

сально-изотроп ного полого шара при наличии ползучести. При этом прини

мались зада нными температуры внут ренн ей и внешней повер хн остей шара

и пр енебрегалось учетом теплоотдачи , несмотр я на то, что именно теплоот

дача является одним из существе нных факторов, влияющих на термонавря

женное состоя ние эл ементов конструкций [1 , 4-6]. Настоящая работа по

св ящена выя снению влиян и я теплоотдачи , мощности внутр енн их источни

ков тепла на величину температурных напряжений , возникающих в ша ре,

выполненном из трансвер с альн о-изотроп н ого материала.

Рассмотрим сплошной шар радиусом R2 , отнесен ный к сферической

системе координат г, <р, е. Пусть шар нагревается равномерно р а сп р еделен -
4 3

ными по объему -(} = 3"""" nRI (1<1 ~ R2) внутренними источниками тепла

мощности q, а теплообмен между поверхностью г = R2 И внешней средой

с температурой tc осуществляется согласно закону Ньютона. Для определе

ния температурного поля в шаре имеем уравнение теплопроводности

d2f 2 dt- +- - - = -Qo[l-S-(r-R)]dr2 г dr 1

и граничные услов ия

& & а
(fГ = О при г = О, (fГ = --:;: (t -tc) при г = R2 ,

(1)

(2)

где Qo = q/л; S_ (г - R1) - асимметричн ая единичная функция; а - коэф

. фициент теплоотдачи ; л - коэффициент теплопроводности вдоль координа

ты г; t - температур а.

Решение уравнения (1) ищем в виде

t=C1+ C2f -
1

- ~o [Г2_(Г2+2 ~f - 3Ri)s_(r-R1)],

которое после определения постоянных интегрирования С, и С2 ИЗ услов ий

(2) и перехода к безр азмерным величинам перепишем в следующей форме:

-(}= ~~ ++{3-2ро - ( :а ) 2 +[( %о )2+ 2 ~o -3]S_(p-Po)} . (3)

Здесь -(} = л (t - tc) /qRi; Bi = 3аR2/л ; Ро = R1/R2; Р = r/R2.
Отметим, что решение (3) можно получить также из формулы (31) работы

[3], положив л /) = л~l) = л.
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Для определения температурных напряжений, возникающих в шаре,

имеем уравнения обобщенного закона Гука

е = ~ - "rtp (atp + ав) + (J.,rf,
г г, г,

1 "rtp
ев = -т- (ав - VO(j)O"(j» - ---r- с, + (J.,e f, (4)

(j) г

в которых е., e(j), ев - относительные деформации удлинения по трем взаимно

перпендикулярным направлениям г, ер, 8; а., atp, ив - нормальные напря

жения; Etp - модуль Юнга для направлений в плоскости изотропии; Е, 
модуль Юнга для направлений, перпендикулярных к плоскости изотропии;

VTtp , VOq> - коэффициенты Пуассона, характеризующие сокращение в направ

лении одной оси (первый индекс) при растяжении в направлении другой

(второй индекс); аг, (J.,(j), ав - температурные коэффициенты линейного рас

ширения для направлений г, ер, 8.
Учитывая, что в данном случае ев = e(j), а ав = a(j), из уравнений (4)

находим

где

о, = Кг [( 1- Ve(j») е, + vrtpc:eq> - f1 (г)],

О"в = O"(j) = K(j) [vTtpe, + erp- f2 (г)],
(5)

КТ\ = ЕТ\ (1 - Veq> - 2V~q>с:гJ; у\ = г, ер;

f1 (г) = (1 - Veq> + 2vert(J.,o) (J.,rt;

f2(r)=((J.,O+vrtp)(J.,rt; c:=Etp!E,; (J.,o=atp!(J.,r'

Относительные деформации удлинения ег и е<р связаны с персмещением и

известными [2] соотношениями:

(6)

Подставляя формулы (5) с учетом (6) в уравнение равновесия

d ci - ()
~+2 г (JJ=O

dr г '

получаем дифференциальное уравнение для определения перемещения и

в виде

2 d2u du
r ([i2 + 2г dГ - WU = ер (г).

Здесь

(7)

Общее решение уравнения (7) будет таким:

и = A]fk, + A 2rk2+ k
2
~ k

i
[fk2IG-k.-1ep (G) dG - r k,fG-k,-lep (G) dG] ,

где А j (j = 1, 2) - постоянные интегрирования;

k, = -}- (- 1 ± V 1 + 4w).

Подставляя выражение (8) в (6), а затем результат в (5) находим

а, = 1(, [A]mjfk,-l + A2m2rk2-1 + Ф, (г)],

Gq> = ав = Kq> [A1n1r k ,- t + A2n2r k,-1 + Ф2 (г)],

где

(8)

(9)

(10)
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(12)

допустим, что поверхность шара свободна от напряжения, т. е. о, = О при

r = R2 . Учитывая также, что u = О при r = О, постоянные интегрирования

А 1 , А 2 находим в виде

А1 = - Фl (R 1) tnllR~-k" Аз = О. (11)

Подставив выр ажения (11) в (10) с учетом (3), после перехода к безр азмерным

величинам найдем следующие формулы для определения напряжений:

IJ; = Ф. (р) - Ф, (1) pk1-1,

IJ~ = Ф2 (р) - ~Фl (1) pk.-l.
mj

Здесь в ведены обозначения:

M j=tnjB j , N j =njB j , Вj=Р(trЮ+ 1)+[(1 +kj)P-2еQ] х

х / 1 + к: { . Ро + _1 [ 3 _ 2ро _ p~ +
'" 1 - kj В ; (l - kj) 6 1- kj 1 - kj Р6 (3 - Iч)

(

p3-kj _ p~-kj p2-kj _ p~-kj pl-k j - p~-kj\ ]}'"

+ pk.-I РО (3 _ kj) + 2ро 2 _ kj - 3 1 _ kj ) S_ (р - Ро) / '

Р = (1 - V8(j) + 2" 8гЕао) (1 - " 8срг
1,

кi = qRitлtс ,

Q = (ао + vrcp) (1 - V8срг
1•

Рассмотрим случай, когда на повер хности r = R1 (R 1 < R2 ) полого

шара п оддерживается п остоян на я температура ч . а с поверхности r = R2

осуществляется конвективный теплообмен с внешней ср едой тем пературы

tc по закону Ньютона. Условия (2) теперь принимают вид

dt CJ.
t = t1 при r=R 1 , ([{=-T(t-t c) приг=R2 • (13)

Интегрир уя однородное уравнен ие , соответствующее ура в нен ию (1), и опре

деляя п остоянные интегриров а ния из гран ичных условий (1 3), находим вы

ражен ие для оп ределен ия температурного поля в шаре, которое в безразмер

ных величинах зап исыва ем в виде

tr = 1- Bi (1-бс) (1- --E'L) (14)
Bi (l - Ро) + Ро р .

Здесь tr = тl; trc = tcft1; Bi = аR2('л .

Перейдя к пределу в выражении (14) при Bi --+ 00, получим решение

задачи теплопроводности для случая, когда на поверхности r = R2 поддер

живается п остоянная температура, равн ая темпер атуре внешней среды .

Возникающие в шаре температурные напряжения определяютс я соотноше

ниями (10). При этом общее решение уравнения (7) ищем в области R1~ r ~
~ R2 •

В случае, когда на поверхности r = R1 задано равномерно распределен-

ное давление IJo, а внешняя поверхность шара свободна от нагрузки, то для
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определения постоянных А 1 и А 2 получаем выражения

А = R~-k , Фi (R 2) pg,-l - Фi (R 1) - 0*
1 т (ok,-l _ Ok2-1) ,

1 I О ~ О

(15)

( 16)

Здесь а* = ао/К;.

Подставляя выражения (15) в (10) с учетом ([4), после перехода к без

размерным величинам для определения напряжений находим формулы

(/ = D т Ok,-l + D т Ok2-1 + (!) (р)r 1 1~ 2 2 ~ 1,

a~ = a~ = D1nlpkl-1 + D 2n2pk,-I+ Ф2 (р),
где

(j1'j = 0 11 .
к t (11 = О, Г, (р, 8),

r lа.,

.'" (1 k ' - k ')

+ uoPo - Р Jpo I l ' = 1 2)'
pkj ~J"

! - \' sqJ + 2уrqJea.o •
а, =---7-"----...:...-"---

l-vеqJ

'I't = Bi (1 - '6'с)

о Bi(l-ро)+Ро

Рис. 1.

По формулам (12), (16) проведен численный анализ для случ а я, когда

шар выполнен из трансверсально-и зотропног о материала 25Cr20Ni , ДЛЯ

которого [7] Е, = 17,7 . 1010 Н/м 2 , EqJ = 20, 3· [010 Н/м2 , а, = аср =
= ае = [,7 . 10-5 1/°С, v r qJ = vecp =0,3. При этом принято р о = 0,5, a~ =
= O'H'l'tc = 1/3[. 2 о 0,2 0,4 0,6 0,8 .р

а рис., приведены изменения

радиальных и меридиональных темпера

турных напряжений вдоль радиуса ша-

ра для Bi = [ и относительной мощно- -4
сти источников кi = 0,01; 0,4 ; 1 (кри-

вые 1-3) при нагреве сплошного шара -а

равномерно распределенными по объему

4 зv = 3 nRl внутренними источниками

тепла . Из графиков видно, что радиаль

ные напряжения по всему объему шара

сжимающие, а меридиональные изменя-

ют зн ак и в приповерхностных слоях они растягивающие. Максимального

значения напряжения достигают в центре шара, т . е . при р = О, причем

меридиональные превышают радиальные более чем в 2 раза.

Зависимости ма ксимальных радиальных (сплошные линии) и меридио

нальных (штриховые) напряжений от величины Bi для значен ий Ki = 0,0 Г;

0,1; 0,4; 0,7; 1 (кривые 1-5) изображенын а рис. З. в рассмотренных случаях

величина Bi > 20 практически не оказывает влияния на величину напряже

ний . Уменьшение величины Bi приводит к резкому возрастанию напряже

ний Б шаре.
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Гр афи ки изменения темп ер ату рных напр яжен ий, возни кающих в полом

шаре, представлены на р ис . 4, 5. Исследованы зависимости радиальных и

меридиональных напряжений от безразмерного радиуса для различных

зна чен ий Bi = О; 0, 1; 0,5; 1; 5; 10; <XJ (кривые 1- 7). Полученные зав и симо

сти качественно согласуются с результатами , п р иведенными в р аботе [7].
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