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А. Р . Гачкевич

к РЕШЕНИЮ ДИНАМИЧЕСКИХ ЗАДАЧ ТЕРМОУПРУГОСТИ

в НАПРЯЖЕНИЯХ ДЛЯ ТЕЛ С ПЛОСКИМИ ГРАНИЦАМИ

Рассмотр им плоскую задачу об определении температурных полей и нап ря

жений в упругом слое толщиной 2h, обусловленных нестационарными источ -

н иками теп ла Q и объемной с илой Р. Слой находится в условиях конвектив
ного теплообмена с внешней средой, темп ература которой постоян на и рав на

начальной То (в кельвинах). Основ ани я z = +h свободны от силовой на

грузки. П р им ем , что в начальный момент времени t = О вектор перемещений
......

...... дu Т <' -< в
И, скорость '(ft и температура во всеи ооласти слоя равны нулю . качестве

разрешающих функций выберем температуру Т и тензор напряжений G =
= {Gij} . Тогда п ри постоянных характеристиках м атериал а в предположе

нии , что все величины не зависят от координаты у , система исходных уравне

н ий динамической термсупругости в напр яжениях (2] зап ишется так:
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Здесь Т - отклонение температу ры от начальной То ; л. , У. - коэффициенты

тепло- и температуропроводности ; сс , Е, V - коэффициент лин ейного рас

ширен ия , модуль уп ругости и коэффици ент Пуассона ; р - плотность; Д 
оператор Лапласа ; повторяющиеся индексы являются индексами сумми ро

в а ния . Отметим, что последнее уравнение (1) является ур авнен ием совмест

ности деформаци и для данной двухмерной по пространствеи ным координа 

там задачи .

Н ачальные и граничные условия в выбр ан ных ра зрешающих функциях

соответственно будут (2] та кими :

Т = О О дахх = _ аЕ дТ
, ахх = ах, = аи =, д l l l - "\') д! '

даzz аЕ дТ даХ' - О при t = О',-д-t - = - (1 - 2У) дt ' ---аг- -

дТ± + Н±Т± = О' ± О ± О (3)
дг - , агг = , ахг = ,

где Н± - относительный коэффициент теплоотдачи на основаниях г = + h;

Т± - Т ( . h . дТ± дТ (t; х, ± h). ± ( .- t, х, + ), дZ = дг []ij = Gij ,t, х, + h).

Система у р ав нений (1) несложными преоб р аз ов а ниями с исп ользованием

уравнени я совместности может быть п р иведена к системе н езависимых

уравнений
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Здесь е* = (l-v)(1- 2v) А -параметр связанности (1]; 'Ф= ахх+аzz;

2 ( l - v) Е 2 Е
Сl = (1 + у) (1 _ 2у) Р , С2 = 2 (1 + у) р - скорости распространения упругих

волн расширения и искажения [1]; c~ = 2c~.
Сформулируем в введенных функциях условия (2), (3). Учитывая, что

поверхности слоя свободны от внешней силовой нагрузки, т. е. a zz и a xz рав

даzz
ны нулю при г = +h, и как следствие~ = О при г = +h, из четвертого

уравнения (4) для поверхностного значения компоненты ахх получ аем

д2а± 1 д2а ± д2Т± дР± д ( да ) ±
хх хх (1 + ) .х xz (5

дх2 - с2 ----ai'2 = ра v~ - ---ах- - дХ дZ' )
4

2 2c~ ± ~ ±
Где С4 = (1 _ у) . Так как на поверхности слоя ахх = 'Ф~, то значения аХХ>

найденные из соотношения (5), являются граничными для 'Ф, а у словие (5) 
для функции 1р при Z = +/~.

С учетом изложенного система исходных начальных и граничных усло

вий запишется так:

Т=О, 'Ф=О, a xz=O, ахх=О,
д1.Р 2аЕ дТ

т = - (1-2v) дi"""'

дахг
-д-t-= О,

дТ± + Н±Т± = О
дг - ,

(6)

дF~ д (дахz ) ±- -----ах -дХ (jZ , а1', = О, (7)

Как видно из системы уравнений (4) и условий (6), (7), решение исходной

задачи при известных функциях Qи Fсводится к совместному решению пер
вых трех взаимосвязанных уравнений и последующему решению четвертого

при соответствующих начальных и граничных условиях.

Отметим, что в случае одномерной по пространственной координате

задачи из соотношений (4) - (7) приходим при определении компонент

напряжений к уравнению

д21.Р 1 д2ф ра (1 + у) д2Т 1 (iFz аЕ д2Т
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д'lj:> 2аЕ дТ
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и граничному

'Ф±=-
аЕ

Т±
( l - v)

(9)

(10)

условиям, а также к соотношениям

Оуу = Охх = v'IjJ - аЕТ, Огг = 'IjJ - Охх = (1 - v) 'IjJ + аЕТ, (11)
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которые пр и Q = о и F = о являются исходными соотношениями известной
задач и Даниловской о тепловых напряжениях в уп ругом полупространстве

п ри тепловом уда ре на поверхности [1] , сформули рован ной относительно

функции 'Ф = ахх + Огг - суммы нормальных напряжений в направлении

осей х и Z.
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в работе [7] исследовано напр яженно-деформир ованное состоян ие трансвер 

сально-изотроп ного полого шара при наличии ползучести. При этом прини

мались зада нными температуры внут ренн ей и внешней повер хн остей шара

и пр енебрегалось учетом теплоотдачи , несмотр я на то, что именно теплоот

дача является одним из существе нных факторов, влияющих на термонавря

женное состоя ние эл ементов конструкций [1 , 4-6]. Настоящая работа по

св ящена выя снению влиян и я теплоотдачи , мощности внутр енн их источни

ков тепла на величину температурных напряжений , возникающих в ша ре,

выполненном из трансвер с альн о-изотроп н ого материала.

Рассмотрим сплошной шар радиусом R2 , отнесен ный к сферической

системе координат г, <р, е. Пусть шар нагревается равномерно р а сп р еделен -
4 3

ными по объему -(} = 3"""" nRI (1<1 ~ R2) внутренними источниками тепла

мощности q, а теплообмен между поверхностью г = R2 И внешней средой

с температурой tc осуществляется согласно закону Ньютона. Для определе

ния температурного поля в шаре имеем уравнение теплопроводности

d2f 2 dt- +- - - = -Qo[l-S-(r-R)]dr2 г dr 1

и граничные услов ия

& & а
(fГ = О при г = О, (fГ = --:;: (t -tc) при г = R2 ,

(1)

(2)

где Qo = q/л; S_ (г - R1) - асимметричн ая единичная функция; а - коэф

. фициент теплоотдачи ; л - коэффициент теплопроводности вдоль координа

ты г; t - температур а.

Решение уравнения (1) ищем в виде

t=C1+ C2f -
1

- ~o [Г2_(Г2+2 ~f - 3Ri)s_(r-R1)],

которое после определения постоянных интегрирования С, и С2 ИЗ услов ий

(2) и перехода к безр азмерным величинам перепишем в следующей форме:

-(}= ~~ ++{3-2ро - ( :а ) 2 +[( %о )2+ 2 ~o -3]S_(p-Po)} . (3)

Здесь -(} = л (t - tc) /qRi; Bi = 3аR2/л ; Ро = R1/R2; Р = r/R2.
Отметим, что решение (3) можно получить также из формулы (31) работы

[3], положив л /) = л~l) = л.
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