
Здесь

Аn = ~ j (ui(n> + y/pi(n») dG;
G

а; = н (U}n)ti(n) + y}n>r.pi(n» dG.
G

Величину А n найдем на основе соотношения взаимности (13), в котором

предполагаем, что отмеченные штрихом - собственные функции. Найден

ную таким образом обобщенную координату окончательно запишем в форме

. sin wn'gn (Т") = gn (О) COS ffi'l't + gn (О) +wn

+ __1 _ {r г (qiu~n) + ~iy~n») dG_ r(Ni(n)Ui + Mi(n)Yi-
wnan i J ;

- Niu~n) - Miy}n») dg} *sin ffin't,

где звездочкой обозначена свертка; величины -qi, ~i, Ni, М i определены вы
ражениями (7), (8).

Таким образом, при заданных граничных и начальных условиях 11 на

личии системы собственных функций искомые обобщенные координаты пол

ностью определяются при любом изменении поверхностных нагрузок , темпе 

ратурного и концентрационного полей.
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к настоящему времени опубликовано большое количество различных ва

риантов теории пластин и оболочек. Подробный анализ наиболее употреби

тельных из них (применительно к поведению тонкостенных элементов под

силовой нагрузкой) содержится в работе [1]; там же обсуждаются возмож

ные подходы к построению таких теорий. В последнее время в связи с запро

сами практики интенсивно развивается термомеханика тонкостенных

элементов [2-4]; в цитируемых монографиях приведена обширная библио

графия, отражающая состояние проблемы, а также обобщены основные ре

зультаты в этой области.В настоящейработе в развитиеуказанных исследова

ний предлагаетсяварианттеории термонапряженныхпластин, позволяющий,

в частности,более полно описать эффекты, связанные с объемностью напря

женно-деформированногосостояния, которые особенно существенны в при

контактных зонах кусочно-однородных пластин, окрестностях включений

и т. п.

Рассмотрим пластину, ограниченнуюплоскостями z = +h и цилиндри

ческой поверхностью S. Предполагаем, что к поверхностям пластины z =
= +h приложенатолько нормальная нагрузка. Введем связанные с компо-
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(2)

(1)

нентами вектор а перемещен ий ИХ ' Иу ' и, функции:

Ф = [о (ср), чr = [о (~)), w = [о (Иz) ,

Ф* = [о ( ~~ ) , чr* = [о ( ~; ) , (j) = [о ( д;; );
д<р д\jJ дЧJ д\jJ

их= ----а;- + ду , иу=----ау-----а;- ,

h

[ I1 (f) = 2hl~+ ' J fzndz.
- h

Для функций (1 ) получены следующие две системы дифференциальных

уравнений:

-дд [2 со - (1 + at ) (со + ~ф - cxtT)] - -дд (~чr) = о ,
х у

~ [2со - (l + at ) (со + ~Ф - cxtn] +-дд (~чr) = о , (3)
оу х

445 h4a2~ 2co - 2~Ф + (l + a t) (со + ~ф - сх1Т) = G- 1p+ ++h2CXt~6t ;

~ (w + Ф,J = - (Ghг
1
Р'",

:х [+ h2a2~ (w - Ф",) + w + Ф,. + +hG-lр~ + 117.1021+

+ :у ( чr* - -+- /~2~чr* ) = 0 , (4)

:у [+ h2a2~ (w - ФJ + w + Ф* + -+- ьс:»: + hCl.102]-
- :х (чr*--+-h2~чr* ) = о .

Здесь обозначено: G - модуль сдвига; v - коэффициент Пуассона; t
температура; сх - темп ературный коэффициент линейного расш и рени я ,

«роме того:

1

р± = +[О, (h) + О, (- h)]; 61= ~ tШ ( 1 - З~~) d~ ;
-1

1

62 = ~ tШ ~d~ ; ~ = h-' z;
- 1

CXt = (1 + аtГ! (3а! - 1) а:

Уравнен и я (3), (4) получены на основ ан ии опер атив но го решения трех

мерной задачи термоупругости для слоя, повер хности котор ого загружены

указанным выше образом , и последующего использов а н ия условия малости

отношения толщины пластины к ее двум друг им ха р актерным размер ам.

Аналогично получены соотношен ия

дФ дЧf 2 2 дш
[о (Иn) = дn + дS' 3L2 (Иn ) = Lo (ИI1 ) - 15h (jf! ,

дФ дЧ' 2 h2 дь:
Lo (Иs) = (fS - дn ' 3L2 (Иs) = [о (Иs) - 15 дS '

3L1 (иг) = пх» ,

- 1 д ( дФ дЧ' )G [о (оп ) = 2 дn (jf! + ---CJS - (1 - a t)(co + ~ф - схtТ) - 2сх1Т,
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3L2 (ап) = Lo(ап) - 145 Gh2
[ ~:~ - (1 - 2а2) -! (5)

о'L (1: ) = 2 .г: (дФ _ д'У) + ~чг
о ns д п. дз дп '

3L2 (1:п5) = ь, (1:п5) - 1~ Gh2 :n ( ~~ ),
6L1("nz) = Gh д~ (0:1Е)1 - ~5 h2a2~CO);

3L (и ) = h (дФ* + дЧ
Г

,, ) 3L (и) = h (дф" _ д'У" )
1 n дп дs ' 1 5 дs дn '

Lo(иг) = w, G- 1Lo (1:пг) = : n (W + Ф*) + д~~ , (6)

3 (Gh)- l L (\ 2 д ( дф" + дЧг", ) + (1 2 ) л ( Ф) н:' Q1 ип } = -----an -----an ~ - а2 L.l w - * - 0:1vz,

3 (Gll) - lL (1: ) = 2_д_ ( дФ* _ дЧ
Г

* ) + д"о/ ..
1 n5 дп дэ дя "

Координаты п , s связаны с внешн ей нормалью и касательной к кр ивой ,

обр азованной пересечением срединной плоскости пластины (z = О) с цилинд

рической поверхностью s. Формулы (5), (6) решают вопр ос о формулировке

граничны х услов ий для уравнений (3), (4) в случае, когда на поверхности

S (или ее части) заданы напр яжения ил и перемешения, а также вопрос об

условиях сопряжения, когда S - поверхность контакта разнородных пла

стин.

Как следует из полученных соотношений, рассмотренная задача термо

упругости дЛЯ ТОНКОЙ пластины распадается на две : симметричную (относи

тельно плоскости г = О - соотношения (3), (5)) и задачу изгиба (соотноше

ния (4), (6)).
Компоненты вектора перемещений и тензора напряжений вы р ажаются

через функци и (1 ) следующими формулами:

и = дФ + д'У + h~ (дф" + дЧ
Г

* ) + _1 h2(1 _ щz) дО)
х дх ду дх ду 6 дх '

и = дФ _ д'У + h~ ( дФ* _ дЧ'" ) + _1 h2(l _ 3~2) дО)
у ду дх ду дх 6 ду ,

иг = w + h~co;

1 д ! дФ д'У )
(J их = 2 ---ах (дх + ау - (1 - а1) (со + дф - 0:1Т) - 20:1t+

+ 11 ~ [2 :х (д~* + д~* ) + (1 - 2а2) ~ (w - ФJ] +

++h2 (1 - 3~2) [ ~:~ - (1 - 2а2) ~co],
-1 д ( дФ д Ч' )

О ау = 2 ду ~-~ -(1-а1)(СО+~Ф -0:1Т)-20:1t+

+h~ [2_д_ ( дФ* _ д'У* ) + ( 1 - 2а ) Д (w -Ф. ) ] -L
ду , ду дх 2 ,, 1

+ +h2 (1 - 3~2) [ ~:~ - (1 - 2а2) ~co], (7)

0-1т =2_д_( дф _ дЧГ) + ~"О/ + h~ [ 2 _д_ ( дФ* _ дЧ'* )+дЧ' ..]+
ху дх , ду дх дх ду дх >,.

+ _1 h2(l _ 3~2) .г: (' дro )
3 дх ду ,

0-1 _ 3 (1 )"2) [ д Ф ) д'У* ]
't'xz - 2'" - '" дХ (w + * + -----ау- ,
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(8)

а-1 _ 2- (1 _ ~2) [_д_ ( л, Ф ) _ дЧГ* ]
"у> - 2 r" ду W I * дх '

а, = р+ + ~p- ++~ ( 1 _ ~2) г: -

- -+ G [a2h
4 (1 - ~2)2 д2(О + 3а1h2дЕ)з] ;

с 1 1

6з = 4 j t (11)(~ - 11) d11 - (l + ~)2 f tЩ d~ + (2- ~) (1+ ~)2 j t ( ~) ~d~ .
- 1 - 1 -1

В качестве примера рассмотрим находящуюся в условиях плоской де

формации бесконечную пластину, изготовленную из двух пластин одина ко

вой толщины, но различных по физ ико-механическ им свойствам. Ось Оу

н а правим по линии контакта. Пусть левая и правая пластины (полуплос-

кости) на греты до различных постоянных температур Г и t+; здесь и далее
индекс «-» относит рассматриваемуювеличину к левой полуплоскости , а

«+» - к правой.

Для определения напряженно-деформированного состояния описанной

кусочио-однородной пластины необходимо найти решения системы урав

нений (3), удовлетворяющие следующим граничным условиям и условиям

сопряжения .

Н а основании соотношений (5) имеем : при Х = +00 (края свободны)

д ( дФ± дчr± ) ±Т± I ±) ± ф± ± ± О
ах ---ax+~ -аl - 2(1- аl « (О + д -а1Т ) =,

д ( дф± дЧГ± ) I ± д2оо± дЗ(j)± .
ах дУ - ~ + 2 дчг = о , --ахг = ---ахг = о ,

при Х = О (непрерывность напряжений ал "ху , "х> И в ектор а п еремещен ий)

дФ- дЧ'- дФ+ дчг+ доо- доо+

----ах +дУ =~ +дУ ---а;- = ----ах '
дФ- дчr- дФ+ дЧГ+
ау - ---а;- = ay-~ (0 -= (0+,

~ _ д2оо- + + д2оо+ _ _ д3ю- + + д3оо+
O a2 ~= O a2 ~' Оа2 дх3 =а щ ~.

Кроме того, требуется , чтобы в любом сечении у = const главный вектор

всех усил ий был равен нулю . Отметим , что выше не вып иса ны те из условий

сопряжения, которые в рассматриваемом случае (плоск ая деформация) улов

летворются автоматически .

Н е останавливаясь н а деталях получения решен ия описанной задачи ,

приведем окончательные формулы для напр яжен и й:

а; = ~5 аоВ (1 - Щ2) е-ЛХ [(1 - Ь) cos ЛХ - (1 + 3Ь) sin ЛХ) ,

а; = ~5 аоВ (1 - 3~2) еЛХ [(1 - Ь) cos ЛХ - (3 + Ь) sin IсХ] ,

± - ±± ± ± ± О
ау = + ао - 'v ах, 'Сху = "х> = "у> = ,

40

а! = - 1; аоВ (1 - ~2? е-ЛХ [(1 + 3Ь) cosЛХ - (1- Ь) sin ЛХ] ,

а;- = ~5 аоВ (1 - ~2)2 еЛХ [(3 + Ь) cos ЛХ + (1 - Ь) sin ЛХ] ;

ао = Е+Е- (а+Т+ _ а-Т-) Ь = 1- v- о+
Е++ Е- ' 1 - v+ о- '

В = (1 - v+г' (1 + 6Ь + Ь2г1 (1 + ~~) , л4 = ~5 h- 4.

(9)



(11 )

(12)

где Е - модуль Юнга. Отметим, что по классической теории пластин в рас

сматриваемой системе отличным от нуля будет только напряжение ау,

причем

at = - ао, ау = ао . (10)

Полученное решение дает возможность рассмотреть некоторые частные

случаи .

1. Равномерно нагретая кусочно-однородная пластина; напряжения в

ней определяются формулами (8) и (9) при Т+ = т- = т.
2. Равномерно нагретая полубесконечная пластина, край которой

х = О жестко защемлен. Для этого случая соотношения (8), (9) при (Г' =

= 00, а =0 дают

У5 0"0 (1 31' 2) -лх . ~
ах = - 2 (1-'V) - '" е S!П I\,Х ,

150"0 ( 1 1' 2)2 -лх ~
Gz = - 8 (l _ 'У) - '" е COS I\,X,

ау = - (ао + "ах), ао = ЕаТ.

3. Однородная пластина, температура которой кусочно-постоянна.

Полагая в формулах (8) и (9) G- = G+, ,,- = "+' а- = а+, получаем

а; У50"0 (1 _ Щ2) е;;"Х sin АХ
2 (1 - 'У) ,

± _ - 150"0 (1 1'2)2 +лх ~az - + 8 (1 _ 'У) - '" е cos I\,X,

а; = + ао - "а;, ао = Еа (т+ - Т-).

Полученные решения имеют быстроизменяющиеся слагаемые (типа

погранслоя), что связано с малым коэффициентом при старших производ

ных в третьем из уравнений (3); при удалении от зоны возмущения эти сла

гаемые затухают тем быстрее, чем тоньше пластина (А обратно пропорцио

нально h), и на расстоянии нескольких толщин решение практически совпа

дает с классическим .

Во всех рассмотренных случаях в зоне возмущения (приконтактная

зона , окрестность защемленного края, область резкого изменения темпера

туры) напряженное состояние пластины имеет объемный характер - все

три главных напряжения отличны от нуля . Причем, как следует из формул

(11), (12), максимальное (по модулю) значение напряжения с, в несколько

раз превосходит величину ао , являющуюся основой при расчетах на проч

ность по классической теории. Отметим также, что указанное зн ачение нап ря

жен и я a z не зависит от толщины пластины; однако напомним , что все соот

ношения (3) - (7) предложенного варианта теории термонапряженных пла

стин получены в предположении малости отношени я толщины пластины к

двум ее другим характерным размерам .
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