
где (о - указанный выше функционал, а А - действующий в пространстве

у ко нечномер ный оператор, построенный так, чтобы выполнялись равенства

N" (ио) h7 = О, j = 1, ... , т.

Нетрудно составить аналогичные алгоритмы, где наряду со второй по­

являются другие старшие производные, но, по-видимому, для расширения

зоны сходимости необходимо конструирование оператора N, содержащего

значен ия Л1 (и + и,,), k = 1, о •• , т, где и" - заданные элементы, лежащие в

ок рестности точки О Е Х. Например:

т

1'1] (и) = 1: с,/и (и + Vk) (с" = const).
"=1

(16)

3. Алгоритмы , не требующие решения линейного уравнения. В основе

ука зап ного ниже алгор итма лежит идея наискорейшего спуска, поэтому он

может привести как к решению и" уравнения (10), так и к точке локально­

го экстремума оператора 11 м 112 . Можно попытаться избежать последиего

случ а я переходом к оператору вида (16). Алгоритм целесообразно ис-

пользовать, когда построение обратного оператора [м' (u,Jг
l
тру­

до емко либо невозможно .

Алгоритм . Пусть Х И у - пространства Гильберта. а и" - приближе­

ние к решению неливейного уравнения (10). Стро им линейный оператор ­
производную Фреше М' (и,,), а также сопряженный линейный оператор

м: (и,,). Н аходим постоянную у" приближенно из неливейного условия

11М [и" - у"М" (и,,) М (и,,)] 11 = min. (17)
Следующее приближение к решению определим по формуле

и,,+! = и" - y,/vl" (и,,) М (и,,). (18)

В случае, когда и" лежит достаточно близко к точному решению и",

для определения постоянных у" известна формула [4]

у" = 11 м" (и,,) М (и,,) г
2

1 1 м (u,J 112.
Если числа 11 М" (и,,) М (и,,) 11 слишком малы, то можно использовать

алгоритм

и +1 = и - 11 h" 112 Il n h
n

= М'* (и,,) М (и,.).
п n (М" (иn) 11;, М (unJ) + 11 М' (иn) hn li2 '

Эффективность последних алгоритмов можно повысить, применяя их к

уравнению (12), где выбор оператора N основан на соображениях, аналогич­

ных изложенным выше.
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Спектральная теория оператор-функций, в частности операторных пучков,

имеет своим источником классический анализ. Самые разнообразные спект­

рал ь ные задачи для оператор-функций, включая многопараметрические.
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возникают при решении краевых задач для уравнений в частных производ­

ных методом разделения переменных. Этим в значительной мере объясняется

по стоя нный интерес исследователей к различным вопросам такой обобщен ­

ной спектральной теории. В данной работе описаны два способа исследова­

н и я квадратичной спектр альной з адач и , проведена их ср ав н ительная х а рак ­

тер и стика , установлена эквивалентность используемых в обоих способ ах

дополнительных предположений.

Рассмотрим операторный пучок L (л) = А о + лА1 + IсЗА з с коэс::фи -

ци ентами А ! = А ; из множества [Н] всех линейных огр аниченных операто ­

ров, действующих в гильбертовом пространстве Н , причем А2
1
Е [Н] . .Чно ­

жество р (L ) всех точек комплексной плоскости (с, для которых [L щJ-
1
Е

Е [Н], называется резольвентным множеством пучка, а множество (J (L) =
= (с '" р (L) - его спектром . _

Линеаризуем пучок L . ДЛЯ этого образуем пространство Н = Н ф Н со
...... --- ,..,-

скалярным произведением (х , у) = (х1 , Уl ) + (хз , уз) , х = < хl' х2 > , У =
...... ..., - - .....

= <Уl ' Уз > Е Н и введем в нем оператор L : Lx = у , Уl = Х2 , Уз =
1 -

= -112 (АОХ1 + Arx2 ) . Л\ежду спектрами пучка L и оператора L справед-

ливо такое соотношение .

Лемма 1. (J (L) = (J (L ).
Справедливость этого утверждения следует из соотношения

L_ лl = (О 1 )(- A21L
(л) О)'

1 - А2
1А

1 - Л! -л1 н:

- -
где J, J - тождественные операторы в пространствах Н и Н соответственно.

Введем в пространстве Н оператор-безутианту Bez (L, р) пучка L и ска­

ляр ного многочлена р (л) = ао + ла1 + IC2a2 • В р аботе [1 ] установлено , что

этот оператор п редставим в виде

Bez (L , р) = Sp (L ),
где

- (Аs = 1

Аз

Используя такое представление, негрудно получить следующее утверж ­

дение.

Лемма 2. Если р - действительный многочлен , то

[Bez (L , р)]* = Bez (L, р), [Вез (L , р) [] '~ = Bez (L , р) [ ,

т . е. оператор Bez (L , р) является самосоп ряженным левым симметр иэатором

оператора L .
Напомним , что самосопряженный опер атор А называется равномер но

положительно (отрицательно) определенным и обозн ачается А » 0 (<<. О) ,

если (А х, х) > у (х, х) , у> О (у < О) V'O=F х Е Н.

Теорема 1 [1 J. Пусть для самосопряженного пучка L существует тако й

действительный многочлен р с действительными кор нями 0: 1 и 0:2 ' что опер а­

торы (_ l)i L (O: i) (i = 1,2) одновременно равномерно положительно или
отр ицательно определенные . Тогда оператор Bez (L , р) является р авномерно

определенным левым симметр изатором оператор а L .

Если теперь в пространстве ff ввести новое скалярное п роизведение

[~, у] = (Bez (L, р) ~, ; ), то в силу теоремы 1 оно будет топологически экви­

в алентным исходному. Оператор L относительно такого скалярного произве ­

дения является самосопряженным . Таким образом , спектральная задач а для

о ператор но го п учк а сведена к эквивалентной задаче о спектре самосо пр я ­

женного опер атор а.
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Поступим теперь по-другому. В выражении для L (л) сделаем замену

'А = ;'1' л2 = л2 · Соотношение л~ = )' 2 линеарнауем и снмметр изуем , как
описано выше. Это приведет к двупараметрической задаче о собственных

значениях вида

( А О + Р'1А 1 + )'2А2) 11 = О, 0=/=11Е Н , (Q - л1J + л2Р) 2 = О, 0 =/= 2 Е ([; 2,

где

Р = (~ ~), Q= (~ ~), J = С ~).

Чтобы о казаться в условия х применимости многопараметрической спект­

рально й теор ии, р азвитой в работах [3, 4], во-первых , введем однородный н а ­

бор п ар аметров )'0' л1 , )"2' ВО-ВТОРЫХ, перейдем к пространству Н' = Н @ ([?
со скалярным произведением, задаваемым на р азложимых тензорах выра ­

жением (h @ г , g ® w) = (h , g ) (2, w) И продолженным по линейности н а

все простр анство. Заметим , что в силу конеч номерности одного из сомножи­

телей п р остр анство Н ' будет полным. Вводя также индуцируемые в прост-

ра нстве Н ' опер аторы А ; = A i ® 12 (i = О , 1, 2), 12 - еди н ич ный оператор
в ([;2, Р' = 1 @ Р, Q' = f 0 Q, l' = 1 ® J , П Р И ХОДИМ К задаче

лоао + Лlа1 + 'j'2a 2 = 1,

(лоА~ + л'1А ; + л2А '2) h ® 2 = О, О =/= h ® 2 Е Н' ,

()"oQ' - "lJ' + "2Р' ) h ® z = О.
В ней первое из уравнений является условием НОрМИрОВКИ .

Предположим теперь , что опер атор д : Н' -+- Н' вида

(
ао а1 а2 )

д = det A~ А; А ;

Q' -J' Р '

(определитель раскрывается путем формального тензорного умножения)

является равномерно положительно определенным . Решая последнюю с и ­

стему уравнений по правилу Крамера относительно ,,;h 0 г , пр иходим К

задачам

(д-'д;-/"J')/1 0 2= О, 0=/= h 02 EH' и=о, 1, 2),
где операторы д; определены как алгебр а ические дополнени я к числам а;
в матрице определ ителя д. Легко видеть , что разделяющие операторы

д-1д; (i = О, 1, 2) есть самосопряженными относительно скаля р ного про из­
ведения , задаваемого выражением [h ® 2, g ® wJ = (д (/r Q9 z), g ® со).

Сравнение описа нных способов нач н ем с установления соответствия

между пространствами Н' и Н . Гильбертевы пространства Н ' = Н ® ([;2 И

Н = Н Е& Н изоморфны. Непосредственно проверяется , что отображение

U : Н' ->- Н, h ® (21, 22> -+ ( 21h , 22/1) осуществляет изоморфизм между

Н ' И Н . Используя изоморфизм и , находим связь между введенными выше

операторам и в пространствах Н' и Н:

иДоu- I = s= (А ] А2 ) иь.и:' = '5Z = ( - АО О)
\112 О ' О 112 '

иь.и:' = SL2= ( О - А о)
- - A~ - A

1
•

Эти соотношения приводят к утверждению .
2

Теорема 2. Операторы д = у а;д; и Bez (L , р) = Sp (L ) у н итар но
;= 0

экви валентны : иьи:' = Bez (L , р).
Отсюда очевидным образом получаем такое следствие.
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Следствие. Условия ~ :» о и Bez (L, р) :» о эквив алентны .

Н а этом п ути пол уч ается также следующая характеристика спектров

р азделяющей системы операторов ~ - 1~i '

Теорема 3. Спектры операторов ~-16. ; и пучка L связаны соотношения -
ми

iJ (~-I~;)= {ЛiЕ rc: Лi =~ ' Л Е G (L)1 (i = О , 1, 2).
• р (А) •

Доказательство теоремы 3 получается с пр ивлечением теор емы об отображе­

нии спектров [2].
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Операция ум ножения полных топологически х алгебр с норми руемой то по­

логией , хак известно [5], автоматически совместно непрерыв на . Известно

также обобщение Ар енса указанного предложения на случай F -алгебр [4].
Для более общих классов топологически х алгебр это сво йство не выпол ­

няется . Поэтому возникает вопрос об изучени и общих сво йств неп рерыв­

ности умножения в топологических алгебрах . Операция ум ножен и я пред­

ставляет собой б илинейвое отобр ажение н а то пологическо й алгебре . В на ­

стоящей работе р ассмотр ены с этой точ к и зрения различные типы и свойства

непрерывности умножения и их связь с р егуля рными представлен иями то по­

логических алгебр. [1 , 2] .
Уточним исполь зуемые далее оп ределения . То поло г ическ ие алгебры

по оп ределению п редставляют собой ТОПОЛОгические векторные пространства

(ТВП) с р аздельно непрерывным умножением . То пологи ч еск ая алгебра

называется полной (кв азиполной) , если это простр анство полно (квазипол ­

но) * . Топология на алгебре не предполагается локал ь но выпуклой . Расемат­

р иваемые далее алгеб ры обладают единицей и заданы над полями комплекс­

ных либо вещественных чисел. Умножение в алгебрах иекоммутатнвно .
Пусть А - топологическ ая алгебр а с единицей е , L (А ) - алгебр а

всех линейных неп рерывны х отображений алгебры А в себя. Каждому эле­

менту х Е А можно постав ить в соответствие два линейных непрерывных опе­

рато ра , а именно операторы умножения слева или справа на элемент х .

Указанное соответствие обозначим через х --+ Х , если Х : у --+ ху , х , у Е А.

Так как А содержит еди ни цу , то отображение х --+ Х является алгебра иче­

ским изоморфизмом алгебры А в алгебру L (А ) , который называется левым

регулярным представленнем алгебры А [1, 4]. Аналогич но определяется

п р авое регуля рное представлени е алгебры А. Обр аз левого (п р аво го) р егу­

лярного предста вления алгебры А или проиэвольного ее подмножества М

обозначается далее через AL, ML (AR , M R) .

" ТВП называют кваэиполным, если всякое его огран иченное замкнутое подмно­

жество полно [2].
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