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Пол уч ен о 19. 11.82

удк 53856

И. М. МУЗЫЧ f<а , Р. В , Фипьц , Л . И . ГЛУХИ 8СКИЙ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКОГО ВО ВРЕМЕНИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГОПОЛЯ

В ПРОВОДЯUJ,ЕЙ ФЕРРОМАГНИТНОй ппьстинв

ДИФФЕР::НЦИАЛЬНЫМгАРМОНИЧЕСКИМ МЕТОДОМ

(3)

Рис . 1

(2)

В=В[Н]

будем . полагать нели нейной монотонной и однозначной .

Представим гр аничное условие (2) усеченным р ядом

д2Н, _ д8, (1\
ду2 - У д' I

сеточными уравнен иями . В р яде задач временные спектры функций Н' =
Н, [у , tl; В , = В, [ у , [l с достаточной для п рактических целей точностью

могут быть п редставлены усечен ными ря - ZI
дами Фурье с улерж анием небольшого чис-

ла членов , и тогла дл я решен ия краевой Н[у)
задачи р а сч ет а э~е ктромагн итно го поля

более эффективным оказывается комбини

рованный метод , объелин яющи й в себе идею

сеточн ого и дифференц и ал ь н ого гармони че 

ского методов [11.
Пусть необходи мо н айп решен ие урав

нения (1) для пластины толщино й '2Ь . имею

щей в направлениях осей х н г бес ко нечные

размеры (рис . 1), при грани чных услов и ях

Н [ у = Ь, t] = Н; и] = Н, [t + Т];

аН I = о
ау у=О '

где Т - временной период процесса. Здесь

\1 далее для кр аткости индекс г пропущен .

З ависимость

Изложен ны й в р аботе [21 метод расчета одномерно го пер иодич еского во 'вре 

мен и эл ектромагнитного поля в ферромагн итной пл астине пр и разных

вида х з адаваемых гра ни чных услов ий основ ан н а алгебраиаа ци и диф

фер енци ального уравнения

"н [у = ·Ь, t ] = НгО + ~ (Н r cv COS V(f)t + H r sv sin V(f)t) .
v= 1

Здесь Нго , H rev• H csv - задан ные вели чи ны ; (f) = 2л/Т .

(4)
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Ищем решение Н = Н (у. t] уравнения О) в в иде

"Н=НО + L; (HcvcosVUJt+ Hsv sin'\·UJt).
у=1

(5)

где Но . Нсу • Н5у- искомые функции координаты у. и о гра н и ч и м временной

спектр зависимости В = В [у . tJ п гар моник ами , т. е . п редставим эту завис и 

мость усеченным рядом

"В = ВО + Е (Всу cos V(f)t + В5 , . sin V(f)t).
\'=1

(6)

Определим Во. Вс" В". (v = 1, п) как функции от величин Но. Нсу • Hsv
(v =~) в любом сечен и и у с помощью рекуррентной системы алгебраи-

чески х соотношен и й , состоящей из выра~кени й (5). за в и симости (3) и формул

~ ~ ~

ВО = 2
1
:t В а , Вь; = +rВ cos »аао., е; = +rВ sin »ааа, (7)

о о

где а. = (f) . Очевилно , что ввиду нелинейности фун кци и (3) каждая из ве

личин Во . В, . · . В "· (v = 1. п) зав и с ит от всей совоку п ности величин НО, Неу•

H s\' (v = ! . п } , т. е.

Вn = Во [НО. Нг., Hs1• "', Нь; Н5,, ] ,

Вс у = Всу [Но. Нс ! , H 51, •• •• Не". H s,,] . (8)

B sv = ь.; [Но. н.; н; . . . . , н.; H snJ.

Полсга внз выр ажения (5) , (6) в уравнен не (1) и потребовав, чтобы по

лученное " а вн е н ие удовлетворялось для любого момента времени. придем

к системе обыкновен ных дифференциальных уравнений

;.~H d2HСУ d2H 5У
dy: = О, dГ = YV(f)Bsv• dГ = - yVUJBev• (9)

Та ки\! обра зом , з а да ча сведена к определению амплитуд ВО, Всу , Bsv

(\' = 1. п) как ФУ Н К Ui I Й координаты у, удовлетворяющих системе дифферен .
циальных уравнен ий ( ) и нелинейным зависимостям (8) при граничных ус

ловиях

Но [у = Ь] = Hrc, Неу [у = Ь] = Нссу, Hsv [у = Ь] = Hrsv•

dH o I = о dH
cv I = о dH 5V I = о (v = т;ri). (10)

dy у=Ь ' ау у=Ь ' dy у=Ь

Образовав (1 + 2П)- \l ерНbIе векторы-столбцы

-Н, = ( НО . Hc l , Н51 • ", , Нсn • H sn) . (l1а)

В, = (ВО. Вь; В5 1 • •• • • Ве" . Bsn) .

запишем систему ( ) - ( 10) в В И.1е

rr-H -
- у :' = Y(f) DB<.

(11б)

(12)

(13)

(14)

-Вг = Вг [Не].

~ dH IН; [у = Ь] = Нег. __" = О.
dy у=о

Наложим на интервал О::;;; У :S;;; ь равномерн ую сет ку, образованную

L узлами (включая граничные), и аппроксимируем дифференциальную крае

вую задачу (12) - (14) конечно-разностной краевой задачей . ВОСПОЛЬ30вав

шись разностными формулами четвертого порядка. В результате придем к
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системе конечно-разностных ур авнени й

- 25Нг) + 48Нг2 - З6Нгз + 16Нг4 - ЗНг" = О ,

11He, - 20Нг2 + 6Нгз + 4Нг4 - Нго = сушDВг2 ,

- Нг l + 16Нг2 - ЗОНгз + 16Нг4 - нго = сушDВгз ,

- ~г2 - 16Нгз - ЗОНг4 + 16Нго - Нгб = сушDВг4 • (15)

- Н,. L-4+ 16Нг. L-з - ЗОНг.L_2 + 16He, b _ 1 - н.; = сушD7зг. L_2,

- H~.L-4 + 4Нг. L-З + 6Нг. L- 2- 20H e•L _ 1 + 11HeL = сушDВг. L_ 1 ,

(16)
.....

где Нг/ , Вы (l = 1, L) - векторы вида (11), составленные для [-го узла

сетк и по коорли нате у; с = 12(~y)2.

Образуем (1 + 2n) L-мерНbIе векторы- столбцы

н = (He r, .• . , ii,!..J,,; в = (Be j , ••• , BeL )*;

и (l + 2n ) L-мерНbIе квадратные матрицы

.....
Н, = (О, . .. ,

- 25Е 48Е - 36Е 16Е - ЗЕ

llЕ - 20Е 6Е 4Е -Е

-Е 16E - ЗОЕ 16E -Е

-Е 16Е - ЗОЕ 16Е -Е

С1 =

-Е

-Е

16Е

4Е

- ЗОЕ

6Е

16Е

- 20Е

-Е

IIE

Е

(20)

(21)

С2 = суш diag (О, D, ... , D, О), (18)

где Е - (1 + 2n)-мер ная единичная матрица.

Система (15), (16) с учетом обозначен и й (17), (18) примет вид

C1H - С2В - Нг = О, (19а)
~ ~ .....
в = в [Н]. (19б)

.....
Решим ее игераци онным методом Ньютон а . Зн ачение вектора Н на (i + l)-й

итерации может быть вычислено из л инейного ура в нен ия

.. iB I ) -, ~ ~ ~ -->

( С1 - С2 ----:::;- (Н; - Hi+l ) = С 1Н; - С2В; - Нр'
dH ~-->

Н=Н;

где в соответствии с формулами (16), (17)

iiз \ . (iBe
\-=;- = d1ag ----:::;- , ... ,

dH --> ~ dH ..... -->
Н=Н; г He=Hell
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Здесь производные вида

(22)

отражают дифферен циальные гармонические магнитные проницаемости фер

ромагнитного материала в [-м узле сетки , изображаемые (1 + 2n)-мерными

квадр атными матрицами, вычисляемыми при условии, что напряженность

магнитного поля изменяется во времени по закону (5), при зн ачени ях Но =
= НОЦ, Нсу = HcV!i, Hsv = Hsv/i , соответствующих i-й итер ации.

Выведем формулы для определения матриц вида (22). Для этой цели

представим ряд (5) в в иде

Продифференцировав

Н= К[а]Нг ,

где к [а] = (1, cos а, sin а . . . . , COS па, sin па) . Вектор
с учетом формул (7), ( l lб) выражением

2"
1 г ->

в, = л J К' [а] Bda .
о

Здесь 1<' [а ] = (-} , соэ « , si п а, ... , cos na , sin na )*.

(23)
->

В · представим

(24)

выражение (24) по вектору Не, С учетом соотношений
-+ 2:'1

dB. 1 j ..... ->

f.te = -d- = - K'la] f.t K [а] асс,
dH < л О

где

dB
f.t = dH = f.t[Н]

(3), (23) получим

(25)

(26)

- дифферен циальная магнитная проницаемость матер иала пластины . На

пряженность магнитного поля является периодической функцией коорди

н аты а = wt, поэтому прони цаемость f.t также является периодической функ

цией координаты а. Представим ее рядом Ф урье

f.t [а] = f.to + ~ (!lC(.l cos ра + f.tsp s i п ра).

(}= '
Подставив выражение (27) в (25) и выполнив интегрирование , найдем

1
lJ.e = Т Х

(27)

х

21J.. I IJ.c l I IJ.sl I " . I IJ.cn I ,u'sn

2IJ.cI I 21J.. + IJ.c2 I IJ.s2 I I
IJ.c,n-1 + IJ.c.n+J I IJ.s,n-1 + IJ.s,n+l

2IJ.s I ) IJ.s2 I 2/.10 - .l!c2 I I- /.Is.n-I + /.Is.n+ I I IJ.c,II-1 - IJ.c,n + 1

I I I I I
2IJ.cn I IJ.c,n-1 + IJ.c,II+1

I -lJ.s,n-1 + IJ. s,n+1 I I 2 ~!0 + IJ.c,Zn I 2IJ.s211

2IJ.sII I IJ.s,n_1 + IJ.s.n+1 I IJ.c,n-1 - IJ.c.n+i I I 2IJ.sZn I 2/.10 - IJ.c.2n

(28)

Таким обр азом, матрица f.te определяется только через первые (1 + 2n)
коэффициентов разложения f.t [а] в ряд Фурье.

Алгоритм определения вектор а il на (i + l)-й итерации сводится к
выполнению следующих опер аций: а) по найденному на i- й итерации вектору
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,

21i
.

Ji

Рис . 2(29)

->

н выч исляются фун кци и Н = Н [а l н а временной сет ке К р авноудален ных

узлов периода Т (К > 4п + 1) дл я всех У = У / (l = 1, L); б) по известной

функции ft = ~t [н] И найденным значениям Н = Н [а] в узл ах временной

сетки определ я ются з начения ft [а] в этих же узл а х дл я всех сечен и й У =
= Yt; в) по формулам числен ного гармон ичес кого анализа вычисляются

первые I + 4п коэффициентов рядов вида (27) для всех У = Yt; г) форм и 

р уются матрицы fte для всех У = Yt; д) формируются матр и цы коэффициен

тов и вектор правых частей уравнения (20); е ) у р авнение (20) решается от--,
носительн о вектор а H i+l • 8//1

Если п ри принятом нулевом при-
->

ближен и и для вектора Н игерационный

процесс не обн ар уживает тенленции к

сходимости ПОС.1 е 5-6 итераций, то для

определен и я удовлетворительного (под

углом з рени я сходимости) нулевого

прибли)ке н и я c~eдyeT воспользоватьс я

методом продолжения решен и я по па

р аметру П а р аметр изова нное уравнение

(1 9а) целесооб р азно составить в виде

Продиффереи циро в а в его по /1, придем к нели вей ному векторному дифферен

циал ьн ом у уравнению

(30)- dH ~.

( С] - C2ft) Iiil = НГ •

Из уравнени я (29) очевидно , что при h = О спр аведливы р авенства if = о ,
->

в = О. Поэтому, интегрир уя уравнение (30) численным способом пр и ну-

левых н ачал ьных услов и я х в пределах от 12 = О до h = 1, при h = 1 полу-....
чаем вектор Н , кото р ый может быть принят в качест ве н улевого пр ибл и

жения дл я рассмотр енн ой выше итер ационной процедуры .

В соответстви и с изложенным алгоритмом была составле на прогр амма

расчета периодическог о во времен и электрома гн итног о п оля в ферромаг 

нитной пластине. Результ аты расчета н а эвм ЕС-1060 дЛ Я пластины толщи 

ной 1,0 мм при Нг = 800 соs314tприведенынарис.2 (м ате р и ал пласти ны 

электротехническая сталь эззо, у = 0,75 . 107 110м· м) .

J. Глихивский Л . И . Ал горитм расчета на ЦВМ бегущей электромагнитной вол ны в п рово

дящем ферромагнитн ом c_~ oe . - Мат . методы и физ. -мех. поля , 1980, вы п. 12, с . 11 3-11 8.
2. Фильц Р . В ., Музычка 11 . 1"1 . Определен ие экв ивал ентных характеристик н ам а гн ичи ва 

ния сло истой ферром а г н итн о й с р еды п ри одномер ном периодическом перемагнич ива 

нии.- Там же, 1983, вы п . 18, с . 95-99.

Институт п рикл адных проблем мех аники

и математи ки АН УССР, Львов

Получено 22.02.82

УДК 530.12: 531 51

Р. М. Ппяцко, А. Л. 8ынар

ДВИЖЕНИЕ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ПРОБНОГО ТЕЛА

В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ИСТОЧНИКА

Согласно работам [2, 3], уравнения Папапетру, описывающие движение

вращающегося пробного тела в гравитационном поле , имеют в поле Шварц

шильда решения, из которых следует, что тело с ультр арелятивистско й ско

ростью может дви гаться по кр уговым орбитам, плоскость которых не пер е-
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