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в настоящей работе дл я отыскан и я решения некогорой системы функцио

нальных уравнений

Li(s) = С ! (i = 1, 2, ... , n), (1)

где L i (5) - линейные фун кционалы ; С, - зада нные числа, заведомо имею

щей не еди нствен ное решение, привпекается методи ка решения некор рект

ных задач [2], состоящая в отыскан ии решения s при дополнительном усло

вии достижен и я ми н имума некоторо го так н азываемого целевого функциона

ла I (s). Это условие позволяет определить из всех решений исходной систе

мы единственное, соответствующее з аданному условию. Такое решение

будем н азывать сплайном. Указанная постановка задачи имеет смысл в целом

ряде воп росов теор и и у п ругост и, свя з а н ных с необходимостью достиже

ния задан ного эффекта с помощью минимал ьных средств .

Сформулируем и ук а жем решение дву х з адач ти па (1) применительно

к случаю полупространств а г > О, на ходящегос я под де й ствием распреде

ленной по некогорой област и со плос кости хОу с илы q (s, 11). в этом сл учае,

как известно [3], персмещения любой точки Р (Х, у , 2) рассматриваемого

полупространства определ яются формулами

и 1 (Р) = i i А (Р ; S, 1']) q (s, 1']) dSd1],
UI

где

и2 (Р) = j i в (Р; S, 1']) q (s, 1']) dsd1],

из (Р) = ~.) с (Р ; S, 1']) q (s, 1']) dsd1],
UI

А (Р; S, 1']) = _,_' _ (х - ;) [_г _ (l - 2v) ] •
~Л!J. г г. z + r '

В (Р ; 1: '11) _ 1 (у - 1]) [--=- _ ([- 2v) ] .
, ,:>, .\ - 4л!! г , 2 Z + , ,

с (Р; S, 1']) = -41- _1 [г: + 2 (1 - '-')] ;
Лf.I. г ,

(2)

r = 1/ (х - S)2 + (у -11)2 + 22;

f1 - упругая постоянная Ляме; v - коэффициент Пуассона. .
Задача 1. Найти такое распределение нагрузки q (s, 1']) по оэ, которое

реализ ует задан ные перемещения ujk), u~k), tl~k) В фиксированных точках

Pk (Xk' Yk' Zk) (k = 1,2, .. . , n) полупространства Z > О и минимизирует функ
ционал

(3)
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Интенсивность q (~, 11) является искомым сплайном, удовлетворяющим ра

венствам

И\kJ = н А (Pk; ~,11) q (~, 1])d~d11,
оэ

и~kl = rrв (Рk; ~,11) q (~, 11) d~d11, (4)
u)

И~k) = Н С (Pk; ~, 11) q (~, 11) d~d11 (k = 1, 2, ... , n)

и обеспечивающим выполнение условия минимума функционала (3).
Из теории l-проблемы моментов [1] известно, что сплайн, реализующий

равенства (4), определяется единственным образом соотношением

ч

а (~, 1']) = 1: [akA (P k ; ~, 1]) + ~kB (Pk ; ~, 11) + YkC (P k ; ~, 11)], (5)
k=J

где коэффициенты ak' ~k' Yk находятся из линейной системы

И\n = ~ lakCP ll (P~, P k ) + 13 kCP 12 (Рп P k ) + УkСРIЗ (Р" Pk ) ] ,
k=1

И~; = ~ [аkСРЗl (Р" P k ) + ~kСРЗ2 (Р" Pk ) + УkСРЗЗ (Ре' Pk ) ] ,
1<=1

причем

CPll (Рп Pk) = rf А (Ре; ~,11) А (Pk ; ~, 11) d~dl1,
u)

СР22 (P r , Pk) = Н в (Ре; ~,11) В (P k; ~, 11) d~d1'],
оэ

'Раз (Р" Pk ) = rrС (Р,; ~, 11) С (Pk ; ;, 1']) d~d11,
со

СР12 (Р" Рk) = rJА (Р,; ;, 11) в (Pk ; ~,11) d~d11,
'"

(6)

СРIЗ (Р" PJ =

СР2З (Р" Рk) = f~ в (Р,; ~, YJ) С (Рk; ~, 11) d~d11,
со

CP21 (Р" Pk ) = СР12 (P k , Р,); Ч:Зl (Р" Pk ) = СР13 (P k , Р,),

(j)З2 (Рп Pk ) = СР23 (P k ; Р,) (k, r = 1, 2, ... , n).

Зная сплайн q (~, 11), легко выразить по формулам (2) перемещения И1,
И2 , ИЗ В произвольной точке Р (х, у, г) полупространства г > О:

"
И1 (Р) = 1: [ak(j)ll (Р, Pk ) + ~k(j)12 (Р, P k ) + Уk(j)lЗ (Р, Pk ) ] ,

k=!

n

И2 (Р) = ~ [akCP22 (Р, P k ) + ~kCP22 (Р, P k ) + Уk(j)2З (Р, Pk ) ] ,

1<=1

п

ИЗ (Р) = ~ [аkСРЗl (Р, P k ) + ~kCP32 (Р, Pk ) + Уk(j)зз (Р, Pk ) ] .
k=1

Функции CPmi (Р, PkJ (т, i = 1, 2, 3), вычисляемые по формулам (6), на

зовем базисными. Эти функции определяются ядрами исходных соотноше-

94



ний (2), областью приложения нагрузки со, фиксированными точками Pk
(k = 1, 2, . .. , n) , в которых заданы перемещения И1, И2, Из, И типом сплай

н а (3). Очевидно, для каждой конкретной задачи строятся свои базисные

функции , через которые затем выр ажаются перемещения в произвольной

точке.

Задача 2. Найти распределение силы q (~, 1')) по оэ, которое реализует

заданные перемещения u\k), u~k), и&М В фиксированны х точк ах Рk (А =
1,2, ... , n) полупространства г> О и минимизирует функционал

f (q) = шах Iq (1;, 1')) 1·
(S.llH:(U

Согласно [l], решением поставленной задачи является толь ко распре

деление вида

n

~ IщА (Р,,; ~ , 11) + ~kB (Pk; ~ . 11) + YkC (Pk ; 1;, 11))

q (~, 1']) = l k=' (7)

I ~" I щА (Pk; ~, 1]) + бkВ (Pk ; Е" 11) + YkC (Pk ; ~, 1])]I'
а коэффициенты a k , ~ k ' Yk определяются из системы (4) с q (1;, 1')) в форме (7) .

С помощью спла йн а (7) после интегрирования выражений (2) перемеше
ния и1 , И 2 , И З В произвольно й точке полупростр анства 2> О в данной зада

че также выражаются через свои базисные функци и , отличные от функций

(6). Формулы дл я базисных фун кций в этой з адаче не приводим из-за их гро

моздкости.

Рассмотрю! иллюстративные примеры.

1. Найдем распределен ие н агрузки q (1;, 11) по области со плоскости

t = О, вызывающее в точке Р О (хо, Уо , го) полупространства z > О перемеще

ние ИЗ = Иg и удовлетво р яюшее требованию

пп п 1)' q2 (~ , 1')) d~d11·
- f<J

Этот ПРЮ1ер соответст в 'СТ хсловн ям задачи 1. Согл асно выражениям

(4), (5) получаем

и~а) = I j' с (Ро ; ~ , 11) q (~,II) dsdч , q (~, 11) = УС (РО ; 1;. 11)·
со

':ледов ателыю,

и&О) = у ~ ~ С2 (РО ; ~ ,1')) d~d"l,
(\)

этиуда у = иjО I и} С2 (РО ; ~ , 11 ) dSdnГ· ,

q (1;,1')) = и~O)c (РО ; 1;, 11) {Н С2 (РО ; S, 1')) dSd1'),-1
(,) r

Если со - круг р адиуса R с центром в точке (хо, Уо) , то получаем следующий

закон р аспределения н агр узки а (s, 1')) по кр угу:

q (s, 1')) = qог;;-З 1 2~ + 2 (1 - v) r6J,
где

го = V(Xo- S)2 + (Уо - 11)З + zБ;

qо=2fШ\О) [ R2(R2+~Z6) +2(I-v) Ю ? +2(I-v)2\П(I+ ~2)J-l
4 (Ю +ZO) 2 R2+ Zij z(j •

2. Найдем р асп ределен и е н агрузки q (~, 1')) по кругу со, при котором
О

в точке РО (хо , Уо , 20) полупространства г > О перемещение ИЗ = Из и выпол-
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няется требов ание

min ( тах Iq (~ , 11) I }.
q(~. у]) (~. T]}E'"

Этот прим ер соответствует услови я м задачи 2. Согласно распределе

н и ю (7)

q (~, 11) = 1sgn С (РО ; ~, 11) ,

где l определя етс я ура вне н ием

U~OI = l И Iс (РО ; ~, 11) I d~d'll.
си

Отсюда

l = u101 {j) I с (РО ; ~, 11) I d~d11ГI ,

q (~, 1)) = ujO) sgn С (РО ; ~, 11) и) Iс (РО ; ~ , 11) I d~d11Г
1

Если со - тот же к р уг , что и в первом примере. то искомое распределение

имеет в ид

q (~ , 11) = 2ftll~O) V R2 + г6 (V R2 + г~ - гоГ' Х

х [(3 - 2v) 2 0 + 2 (1 - v) (V R2 + г~ - zо)г l •
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Рассмотрим установившийся теплообмен с внешней средой локально - н еод

народного тел а , з а н имающего область С (~- < ~i < ~ +), i = 1, 2, 3 в орто
гональной системе координ ат ~1 ' ~2 ' ~3' Коэффициент тепло п роводности тела

л (~) (~ = (~1' ~2' ~3 » ) п р инимает постоянные значения "1 и )' 0 соответствен 

но в области Се и вне области Се U Cg . Здесь Се С: С, Cg С: С, Се n Cg =
= S25. В области Cg коэффипиент теплопроводност и тела зав исит от коорди

пат и его значения описы ваютс я функцие й "g (~) - Лg ( . ) .

Для определения стационарно го тем пер ату р иого пол я t имеем уравне

ние теплопроводности

div [i . ( ~) grad t ] = О

и в общем сл уч ае слецующпе граничные услови я :

ФГ (t , дtlд~ i) = О при ~ .. = ~i±,

где

л Ю = 1..0 + (1"1 - ло) Хе (~) + [Лg Ю - л0 1 Xg (~);

Ха ( ~) - характер истическа я функция обл асти Са [1].
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