
удк 621.315 : 592.2

8. И. Зерецкий, М. С. Михайлишин, А. Г . Полищук, О. Н. Шебпий

ОБ УРАВНЕНИЯХ ТЕРМОХИМИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ

МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ СПЛОШНЫХ СРЕД

Основы термодинамики сплошных сред с учетом полей различной природы

изложены в работах [1-8], а для многокомпонентных- в работах [1-4,
6]. в данной статье учтено ускорение ком понент относительно центра масс

элементов среды, тем самым уточ нены ур авн ен ия баланса энергий и энтро

пии, а также феноменологические соотношения. Следует отметить, что послед

ние приняты в операторной форме .

Пусть сплошна я среда состоит из n компонент , между которыми проте

кают химические реакции. При этом уравнение баланса массы k-й компо

ненты имеет вид [2, 3]

dCk l' ~ J
Р --;л-- = - (k) .1 + ..:. 'Vk/ j,

i=!

(1)

r

где р = :L P (ki , Ck = Рщ/Р; P(k), Ck - плотность И концентрация k-й компо-
1=1

ненты контин уума ; I~k) = P(k)W~k), 'Vkj, J; - соответственно массовый поток
k-й компоненты , стехиометри ческие коэффициенты и скорость химической

реакuии ; W (k) = V ;kJ - и', V(k ! - отн осительн ая и абсолютная скорости k-й
компоненты ; и' - скорость иентра масс элемента среды . '

Просуммировав уравнение (1) по всем компонентам, получим уравне

ние баланса массы для среды в целом :

dp i
dГ = - PV.I. (2)

Уравнение баланса импульса k-й ком поненты среды следующее [3]:

(3)

dk

.ле dГ - оператор субстанциональной производной для k-й компоненты;

о'! р; k о
Ik ) , Ik) - тензор давления и ~! ассова я с ила -и компоненты.

С помощью уравнения (3) пол учаем у р авнение бал анса импульса для

- р еды

(4)

(5)

tJ котором введены обоз начен ия для напряжений

n . " .'

(J t i = - ~ [P!k)+ p (k )W(k)W !k)].
k= J

Умножая формул у (3) на V(k ) и используя выражение субстанциональной

производной . после соответствующих преобразований получаем уравнение

баланса кинетической энергии k континуума

д ( V~k)V(k)l ) [( I ' ; I i j )' ]
7ft P(k) 2 = 2"" PU<)V(k)V(k) Т P (k) V (k)i .; +

r
' j I t ~ i+ P'<k)V(k)i. j +2"" V(k) ;V(k) LJ 'VksJ s + PikJV(k)iP(k)'

s= )

Просуммировав последнее выражение по всем компонентам рассматри

ваемой среды, получим уравнение баланса кинетической энергии n-компо-
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г/

+ l: P'!l ;F' !lJ (и; + W(k) I ) .
k=1

(6)

Это у равнение отличается от известных в литературе тем, что в нем

учтено движение компонент относительно центров масс элементов среды

12, 3].
Считаем , что массовые силы имеют потенциал o/(k ), не зависящий от

времени. Тогда

1 дЧ'(k)
F (k) = - Ч' (k) , I, -а-,- = О. (7)

(8)

Умножая -уравнение баланса k-й компоненты на Ч'(k ) и суммируя, по 

лучаем уравнение баланса потенциальной энер гии

~ (Ч'Р) = - ( Ч'РV' +kfl Чf ik) /:k J } , - и l J,t ,PI !lJF(k)-

n г/

- ~ Pl k)W(k)IF ~k J + ~ ~ Ч' ,kJVksJ s);
k=J k= I,= 1

г/

РЧ' = ~ P( kJqrщ.
k= 1

Складыва я ки нетическую , потенциальную и внутреннюю энергии, на

ходим полную энер гию среды е в виде

ре = - Zi pV {V' + +±p(k)W!k>+ Ч'Р + ИР, (9)
- k=1

где И - внутренняя энергия среды. Поток полной энергии определяется

по формуле

/~ = (+ pViu i ++±P'kl"'';kl::.:.'tk + рЧ' + РИ) о! - аliи; +
k= 1

n ~

+ ~ (p(k)W~k)W(k) + p;~)) Шщ! + ~ (Ч' , ~ , + f-t,,) н; + I~1 (10)
k= 1 k=1

В которой первое слагаемое - конвективная част ", патока,

п

- ачо, + ~ (P ' kIW(k)wi k) + ~~J) ~! ( k) i ,
k= 1

n

I~, ~ (Ч'(k) + ~tk) I(k)- потоки соответственно механической и потенциаль-
" = 1

ной энергий , поток тепла, а также поток, возникающий вследствие массо

вого и химического потенциалов. Тогда закон сохранения полной энергии

примет вид

а i----at (ре) = -le,j. (11)



Используя формулы (6), (8) - (11), находим уравнен ие баланса

рен ней энергии

{

n-I } "dU } ., - J . ' - " ~ н : r

р~ = - 1,. + i'~1 flkl'h) .j + (a <J + а'}) Е" + Ч~I a(k)t(k)ij-

внут-

(12)

Здесь введены следующие обозначения для тензоров скоростей деформаций

ti j , е(ч)и , х и ми ческо го потенциала !-1ч, тензоров напряжений, возникающих

вследствие относительного движения компонент среды и тензора напряже

ний для k-й компоненты:

1 r 1
e, j = 2 (И. 1 + И i . ,:) , t(!Фi = 2 (wUnl.} + W(k)j.i),

- "
в . , = )' P( k)W(k)iW(k)j, a ;~) = - p;~) .

':;:'1
(13)

в формуле (12) еи, 8(kJij обозначают соответственно скорости дефор

маций континуума вследствие перемещений центров масс элементов и пе

ремещений компонент относительно этих центров.

, Тензоры скоростей деформаций представим в виде суммы обратимых

(с индексами е , ге) и необратимых (со звездочкой) частей

внутренней энергии (2) в

е :1< Г се г-

8и = е,; + <-,/, t( k )ij = t,kJi + Е( чщ.

Формула Гиббса в рассматриваемом случае имеет вид

dU dS 1 I - ( ' ) " + I ~ (1 ' се , "~' - dCk
([г = тdI + ---r.- (а I + а I <-" р":' a 1k , €' (k )t: , г: !-1k ---cгt.

ч=1 1<=1

Подставляя уравнение баланса массы (1) и

(15), получаем уравнение баланса энтропии

dS { !~} + I {(s t.J I ё-ii ) " , ;, s,j ' г ·
Р (ft = - т т .... J е, т L (М е (kJij -

.1 <= 1

_ I ~., Тт· 1 I - . I го »:»ч -;- ( а .... а) е : т ~ a (il lt(k)p -
k= 1

O~' ~i ( ЧJI ~ -;- ~~ ~ + ~' i ::':" : k l ++W(k)W(k)i ) VksJ s} ,
Здесь а J а ' а I ~ i . а 1 а' . х"'Р - \' Х ..·Р •= j " = т ; ' (k )=T ( k )( , .. •P-~ ' , . ор ,

и

Введем термодинамический потенциал

F=U-TS.

(14)

(15)

(16).

(17)

(18)

(19)

Применяя преобразование JIежандр а, получаем уравнение Гиббса для сво

бодной энергии

d f I iJ - и) е + 1 ~, i j 'е nV;' - ST'
- '-1 = - (а + а e' j -) a (k )8 (k )ij + ) ~LkCk - •
а fl . р ;;;. , ;=,

Для построения феноменологических соотношений между обобщенны

ми термодинамическими силами и потоками будем исходить из уравнений

(16) , (19). В линейной дифференциальной форме они имеют вид
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(20)

где функции в правых частях соотношений обеспечивают полный дифферен

циал потенциала F.
Связи между термодинамическими силами и с коростями изменения со

пряженных величин для изотропной среды на основании принципа Кюри

в оператор ной форме будут такими:

_ n r

е;Р = и; 10" + 0"1 + l: и; [O" (k)] + ~ и; [А;],
k=1 1= 1

n r -

з, = и; [О" +~] + ~ й;k [O"lki] + ~ й; [A i ] ,
k=1 i = I

_ n 1 _

e'(ki,; = и; [О" + 0"1 + L U;"k [O"lml] + L и; iAjJ,
m=' i=1

n-I

'(Q)i = L;Q [X 1Q), ] + ~ L~k [X ,k)'],
k=:' .

n

'(k)' = и, [Х щ)/] + ~ е: [5 : j ] ,

"= 1

(2] )

_ n

e'(:)i; = г; [5,{ + 5 1;] + ~ к: [S1j],
m=l

где и, L, Р* с соответствующими индексами - операторы , которые дей

ствуют на произвольную функцию z В соответствии с формулой [4]
t

L*[z] = rrL(t'-t, Х, Х')г(Х', tl)dV'dt. (22)
-00 v

Для них в обобщенном смысле справедливы соотношения взаимности

Онзагера [2-4].
Химическое сходство реакции А, и термодинамические силы XQ(i

и X(ki связаны соотношениями

(23)

с помощью формул (13) , (14), (20) н 1:21) н ах одим

р I " ,ещр = - ?- (Plk) ;k),1- l ;k)P'kl,')'
P(k)
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" '

и(/<) = ~ ~ Q'km) (t, т) Эm ('t) ах,
m=l О

п I

S(k)ii = l: ~ r(kml и, т) Эm (т) d't",
т=1 О

(24)

(25)

1
Эьи = -2-2- [P'k, (/(k)i,i -+ I'k)i,i) - (Plki. iJ,k)1 + p,k),J(/I)i)]

P(kl

1 1 1 {Р' S- --зz- (P(k,!(k) ,i - P(k),J(kl ) Oi; - ks [ lj J +
P(k)

" [ ~ I (' 1 р ')]+ Pks .l.J --р;;- J1k1iJ'k)! - зl(k)l(k)РОii +
k= l "

+ M (k)Sii + M (kl ~ [f _1_ (l 'k,J I.<'" - +/f;''!(kIPOii) ] .f:j P(kl

ИСКЛЮЧИВ В уравнениях (20), (2 1) отн осител ьные СКОРОСТИ деформаций

' гр г - S- 5
<€(k) p , e( k)ii и напряжения и, i ; , и(~ ) , ( ~ _ } , а также решив первое из урав-

нений (20) относит~~ьно скоростей д~р~ аuий , получим

е., = M' ss)5ii + г; [51!] + ~ ~P;s [ ~! l' k1Jщ ; - +l ikJ ,kIPOii)] +
k=! \ . (R, \

+ M(ss) ~ [P:kl (/Ikl;!,;/I ' - +1~,)J i k) P(5;i)]} +

+ ~ {P;k [i ГиЦn) (t , Т) Э 1mJii (т) d'L + M (kJ ~ { r(km) и, т) Э'mJii (т) d't]} "
m,k=! О {,

_ '1-1 _ r

8~ = Т;а(пи + U;s [ и ] + чТ + ~ d kGk + L и; [A j ] +
k=1 ;= 1

I ~ {И * [1 1 J d (1 , )}+з L.< ss - o-l'k,! lk,i + ТЮ(J) dГ -р-1il,)I'k) i +
k=! • (k ) (kJ

:48

+ ± {U;k[5 Q (lun) (t, Т) Эlm) (1:) d1:] +
m, k=1 О

+ Тщ :1 jQ(km) и, Т) Э,m) (т) d'L}. (26)



Следует отметить, что записанные феноменологические соотношения

могут быть применены для твердого тела, жидкости или газа в случае гомо

генных процессов.

С помощью уравнений баланса энтропии (16) и соотношений (26) нахо

дим уравнение теплопроводности в виде

1

Р( ;'0 +аз)f- ~ 5к«, 1:)T(1:)d1:+Kae~+
о

n- l n

+ pa10 -:- Р ~ (d k + ~ - a4k ) Ck + ра2 ~ ~ ( :k l :k,/ (k)( +
<'= 1 R= I

1, 1
а 1 ~ ,+ I {j/ I о, и, Т) э, (1:) dT = Т {Х [TJ} ., + 0"0' (27)

где 0"0 - производство энтропии.

Отметим, что соответствующим выбором ядер релаксации может быть

учтена конечная скорость распространения тепла.

Подставляя в уравнение баланса массы (1) выражение для диффузион

ного потока из феноменологических соотношений, получаем уравнение диф

фузии в виде

d;tk ={Bk [Т'] + ~IID'I [Ci,] + fj~ [(e~P)~] +

+ fj~ [O" ~] + '~I b1kS) [{i-/~/(s)р}:J +

[{ ' }i]}n ~. 1 ' 1. i

+ ~.~= I D(pk) JQ(pm) и, 1:)э, (т) d1:. . : р ~I Vk;J i - P.iР I(k\. (28)

С помощью приведенных выше уравнений состояния кроме прямых крае

вых задач можно решать также задачи оптимального управления термоди

намическим состоянием среды.
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А. Р . Гачкевич, Р. С. Мусий

к ОПРЕДЕЛЕНИЮ ТЕМПЕРАТУРНЫХ И МЕХАНИЧЕСКИХ ПОЛЕй

В ЭЛЕКТРОПРОВОДНЫХ ПЛАСТИНАХ ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ

ВНЕШНЕГО ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

В известных в литературе [1, 4, 7] исследованиях по аналитическому опре

делению полей температуры и напряжений в электропроводных телах, на

ходяшихся под воздействием внешних нестационарных электромагнитных
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