
В, (х)

~,.··(;·) ....;;..~~·;·~·I·· ..·..··......·;;·~..··... ·I т (х) =

I SN ,,-1+1 Snn I

Тогда

о

81 (х)

81_1 (х)

О ]
•••••••••••••••• ~ ••••••• > ~- ••••

': (~) ::.' ~l {~I .(Х: - (,~) 11

{tl (х) '" {l 1-1 (х) {и (х) :1

где коэффициенты многочленов {и (х) (i, j = 1, t) являются зависимыми от

параметров из общего решения уравнен ия (4).
-- f!.1(X)

Разделим каждый многочлен fii (х) (i = 1, t, j = J, t - 1) на БflX)

Тогда получим

Здесь

gii (х) = PliOXk'i + Pi/lX;',i-
1 + ... + Piiku.

Запишем систему уравнений относительно параметров из общего решения

уравнения (4):
PliO = О,

(16)

P'il'ii = О.

Учитывая известные результаты (см. дополнение [1 [), получаем необходи

мое и достаточное условие разрешимости уравнения (5).
Теорема 3. Уравнение (5) разрешимо над С [х] тогда и только тогда,

когда система (16) имеет решение над С.

1. Казьмлрський П. С. Розклад матричн их многочлентв на множннки.- К. ; Наук. думка,

1981.-224 с.

2. Казьмлрський П. С., Зе.иско В. Р., Петричкович В. М. ДО питання про подiбнiсть ма

тричних многочленiв.- .Доп. АН УРСР. Сер. А, 1976, Ng 10, С. 876-878.
3. Кпзсмлрський П. С., Петоичкович В. М. Про еквiвалентнiсть полiномiальних матриць.

В кн.: Георетичн: та приклады питання алгебри i диференцiальних рiвнянь. К. :
Наук. думка, ]977, с. 61-66.
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06 ОДНОМ ПОДХОДЕ К ЧИСЛЕННОМУРЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

МАТЕМАТИЧЕСКОйТЕОРИИ ТРЕЩИН

Известно, что задачи термоупругостиД.1Я бесконечноготела с плоскими тре

щинами сводятся к решению систем сингулярных интегральных уравнений

вида ш
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где Р, (х) - известные функции; 5 - плоская область, занятая трещиной ;

о: (1;) - неизвестные функции, обращающиеся в нуль на контуре области

S; х - точка с координатами (x1, х2) .

Простейшие примеры показывают, что решения уравнен и й (1) можно

представить в виде

(Х" (х) =vщ ср, (х).

Здесь L (х) - функция, которой описывается контур области 5; ср, (х) 
неизвестные функции.

Если Р, (х) - полиномиальные функции, а область 5 эллиптическая,

то ер, (х) также являются полиномиальными функциями. Для произволь

ных Р, (х), интегрируемых в области 5, задача об определении ср , (х) а н али

тически оказывается очень сложной, так как при этом приходится решать

системы линейных алгебраических уравнений достаточно высокого поряд

ка . Поэтому более приемлемым является численно-аналитический полхол,

основанный на численном определении функций ер, (х) в области 5.
Для изложения схемы численного решения уравнений (1) ограни

чимся первоначально значением i = 3 и проведем в нем тождественные пре

образования

55 (/. 3 ;'~ . ' «з = 55 VL"® ЧJз (;) а.з - 55 VLilllз (х , ~) dtS +
I х - ,; 1" , I х - ~ 13 ~ I х - ~ 13 ~

5 5 з,

, .~ 1з (х, ;) d 5 = Р (х)
I х - ~ 13 ~ З' х ES, (2)

(4)

(5)

(3)

где S - произвольная плоская область; fз (х, 1;) - неизвестная функция;

S e - круговая область радиуса Е с центром в точке х.

Для определения fз (х, ~) преобразуем уравнение (2):

SS
~!L (~) ер з Щ Sr ,IL ( ~)

Ix - ; I;J d':,.S + J Ix-:;'13 [еРз(~)-fз(Х, s)]d~S+
s~ з,

+ S5 1.!L'W 1з ~(x , ;) d.S = Р (х) Е S
Iх - t; 13 S З' Х •

S

Здесь S~ - такая область, что S~ U S8 = S.
с учетом (3) исходное уравнение (2) представим в виде

SS VLШ [ер (t) - f (х t)] d S + 55 y~ 1з (х, ~) d·S = Р (х)I х _ ~ 1'3 3 ~ З' \:, ~ I х _ ~ 13 ; З'
5 . S

которое справедливо для всех значений х Е S.
Функцию fз (х, s) определим из условия

'Ра Ш - fз (х, s) = Iх - ~ 13 'ф (х, s), sЕ Se,

где 1р (х, 1;) - пронзвольная ограниченная в S e функция . При таком вы

боре fз (х, s)

I~f I~:.:тl 3 [СРз (~) - fз (х, ~)] d~S 1= Ij~f VL-Ш- 'Ф (х, ~) d~S I~ МЛЕ\ (6)

М = шахVL (~) 'ф (х, ~ .
~ES8
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Из приведенных соотношений следует , что соответствующим выбором

Е величина двумерного интеграла в (6) может быть сдел ана как угодно

малой.

Легко убедиться в том, что функция fз (х, 5), определяемая через ЧJ3 (х)

соотношением

+ д2qJз (Х ) ( ~ _ Х )2] ~E S
д 2 <::2 2 ' <:: в,
Х2

(7)

'10 ( х) + д~з (х) 1 01 ( х) + -{- [ д
2

ерз У) 1 20 (х) +
X z дх )

д2<рз (Х ) J S(' yT(~) [
дх.дх ; 'l1 (Х) + ) Iх_ ~IЗ ЧJз(5)- ЧJз(Х)-

в

I j " rr з (Х ) / ( 2
т --'--"-,;2'-- 02 х) +

дХ 2

удовлетворя ет условию (5), так как fз (х , 5) равна первым трем членам раз

ложения в окрестности точки х функции ЧJ3 (5) в ряд Тейлор а по степеням

Р = I х - sI~ Е.
С учетом формул (5) - (7) интегр альное уравнени е (4) может быть

преобр а з ов а но к виду

д<Ра (х)
qз ( х) / .1•. (х) + дх ,

д<рз (х) ():: _ ) _ дерз ( х) (1: _ х ) __1 д2<рз (х) ():: _ х )2 _
дх , '=]. Х1 дх; ~2 2 2 дхт ':>] 1

х ES,

(8)
где

(9){,_(,-) = r(' v L'ill (~j - X j)i (S2 - x2)i d.S . . о 1 2
11 " JJ Iх - ~ 13 ~ , t , I = , , .

s
Вычисл я я /<; (х) ана. игически и задавая область SB, уравнение (8) можно

решить численно п уте: свелен и я задачи об определении ЧJ3 (5) к решению

системы ли нейн ы х алг - . а ически х уравнен и й , полагая при этом величину

(6) равной нулю. Поря сок истемы зависит от разби ения обл асти S на час

ти. В пределах каждой обл а ,н разбиения фун кция ЧJз (5) считается посто
янной.

Таким образом, основная матемагическая трудность в численном ре

шении уравнен ия (8) сводится к ан алити ческо: у определен ию интегралов (9).
для аналогичной регуляризации уравнен и й (l) пр и i = 1, 2, преобра-

зуем их к виду

SS (t ) r I + v _ ЗV (Х2 - ~2) 21 d-S л, 3 . \' \' (':') IX ; - ; \) (Х .! - ;2) dES =
С-'1 ~ I Iх - ): 13 1х _ ~ 10 = . " J ([2 '= I х _ ~ 10 оs ~ ~ . "' , ~

= Р] (х), (10)

JJС-'2 Ю [ I х1 ~~V13 - ЗV 1 ~l~~~~) 2 ] d;S + 3\' Н' ([1 Ю SS ( Х 1 ~ ;i~'~21: "2) d~S =
s s s

= Р2 (х ) .

Представив С-'/ (S) В виде

C-'l (5) = VL (5) <Р/ (S) (11 )

и проведя аналогичные выкладки, как в случае уравнения (1) при i = 3,
можно свести задачу об определении ЧJi (S) К решению системы интегро-
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дифференциал ьных ур авнений вида

ЧJl(Х) [(1 +v)/00-3vJ02J+ aCPl(X) [(1 + v)!10- 3vJlz1 +
дх!

+ 3 { () J + дСР2 (х) J + д(Р2 (х) J +~ д
2СР2

(Х) J л,
'\' ЧJ2 Х 11 дх 21 дх 12 2 д 2 31 I

1 2 Х (

+ ~ д~CP2 (Xi J + д2СР2 (х) J } +SS -V-LW" {[1 + v _ 3v (Х 2 - ~2) 2 1 х
2 дx~ 13 дх1 дх ! 22 ,1 х - ~ 13 I х - ~ 12 J .

- s
е

l "") GCPl (х) (1: ' ) дср ! ( х) (1: )
х ер! (; - ЧJ1 (х) - дх , >:1 - Х 1 - дХ2 _2 - Х 2 -

_ ~ G2CPl (х ) (1: _ х )2 _ ~ 02СРl (Х) (1: _ х )2_
.) д 2 _1 1 2 , 2 _2 2
- х) ох.)

+ a!f2 (х)
дх

; ~ - х2) 2 - д;~2д~) (S1 - Х1) (S2 - х2) ]} d~S = Р1 (х) , Х Е S,.

1(1 2... ....) ! 00 - 3vJ20] + д~2 (х) [(1 + v) ! 10 - 3vJ зоJ +
Х1

к л, \") ! - ЗvJ 21] + + д
2ср

! ;Х) [(1 + v) 120 - 3vJ401 +
дх)

(12)
Здесь lи определяются по формулам (9);

J. (х) = SSV[(U (~ 1 - X1) i (1;2 - х !/ d,S . . о 4
'1 1 х _ i; 10 ,, 1, J = , ,

s
i + (~ 2 . (13)
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В качестве примера рассмотрим случай , когда имеется дискообразн а я

трещина един и чного радиуса, н агруженна я усилиями Ра (х ) = - РО = const .
р V 2 2

Тогда точное решение уравнения (2) имеет вид аз (х) = л~ 1- Х ! - Х2.

Решая ура внен ие (8) численно, пол учаем

аз (х) = О, 101 35Р" J/] - ХТ - x~.

При этом дис кретизация области S проводилась таким обр азом : по радиу

су выбир алось 11, а по углу ер - 8 точек делен и я . Время решен ия ур авне

ния (8) на ЭВМ М-4030 составл яло 6 ми н .

Рассмотрим еще случай, когда Рз (х) = - РОХТ (РО = const).
Точное решение уравнен и я (8) оп редел яется по формуле

_ ро V 2 2 5 + 22хт - 2x~
аа (х ) - л2 1 - ХI - Х2 45 •

Решение, пол ученное с использованием ЭВМ, представим в виде

аз(х) = РО VI- хт-х~"фз (Х),

где "Фз (х) п р и I х I = 1 для различных углов ер определяется та к:

(jJ

'fз (1)
Точное

значение

0,06153

0,06079

n/4

0,0338 1

0,03378

n/z

0,00608

0,00675

3n/4

0,03381

0,03378

11

0, 06153

0,06079

Дискрети з а ци я обл асти S проводилась аналогично предыдущему примеру

и поэтом у расход машинного времени был тот же. Рассмотрен ные примеры

показывают достаточную эффективность изложенного выше численно-ана

литического метода решения задач математической теории трещин для бес

конечного тел а с плоскими трещинами .

Отметим, что по зн ачениям функций "ф! (х) на контуре области S непо

средствен но определ я ются коэффициенты интенсивности напряжени й [2].
Изложенный выше с пособ решения задач теори и трещи н является очень

удобным , есл и необходимо вычислить лишь коэффициенты интенси вности

напряжени й .

1. Кит Г. С. , Хай М . В . Интеграл ьные у ав евн я п рсстранственны х задач термоупруго

сти ДЛ Я тел с трешнввм и .э-- .10;;'1 . Н ~·CCP . Сер . А , 1975, N2 12, С. 1108- 1112.
2. Хай М . В. О решени и залач терио __п р у гости ДЛЯ тел с плоскими трещ инами , конту р ко

торых описыв ается к р ивой второго порядка. - Мат. методы н фнз.-м ех. пол я . 1980,
вып . 11, с . 39-44 .
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О ЗАНРИТИЧЕСКИХ ДЕФОРМАЦИЯХ ТЕРМОНАПРЯЖЕННОГО СТЕРЖНЯ

При исследовании устойчивости термонапряженных элементов конструк

ций обычно ограничиваются определением температуры, соответствующей

точке бифуркации равновесных состояний. Ниже на примере равномерно

нагретого стержня с шарнирно закрепленными концами исследуются малые

.закритические деформаци и .

Общее решение уравнения

ElW(4 , + H w(2) = О, (1)
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