
если r нечетное, то

1
: PQ,' - f (х, у) I:::::::: А ( 8 ) ';-1 - А ( I ),-1 (20)

""'" з 9 (4 _ У 2) 2 4 3 + 2 'V2 '
где

двух условий теоремы обеспечивает

цепной дроби (2).

4(1 + Р}

М (4 - R 2)

К4 = min (С4 ,

А 4 = 1+ R
М (84 V 2 - 13)

Аз = 1+Р +
M(84V2-l3)

Выбрав I<'з = тах i СЗ , Аз),

Теорема доказана .

Замечание. Выполнение первых

равномерную сходимость двумерной

получим оиенку (6).
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(2)(т = 1, 2, 3, ...).

Многочисленные применения в электротехнике [2], физике [3], механике

[6] требуют дальнейшего всестороннего развития аналитической теории

ветвяшихся цепных дробей (вцд). Целью настоящей работы является по

лучение новых достаточных признаков сходимости и вычислительной устой

чивости ВиД с комплексными элементами.

Рассмотрим композиuию

50 (W) = 50 (W), 5 m = 5m - I (S k ,k , . .."т (W)) (т = 1, 2, 3, ...) (1)

дробио-линейных преобразований

N

50 (w) = W, Sk,k, ... km = ~
km=I

Бесконечной ветвящейся цепной дробью будем называть компоэицию5 (W)
бесконечного числа дробно-линейных преобразований. В дальнейшем ВИД

будем записывать в виде

ak,k , k,

bk,k, ki
+ ... (3)

Конечную дробь

(4)



будем называть т-й полходящей дробью бесконечной Bllд (3). Нам также

понадобятся обозначения

ak,k, ... km

bk,k 2•••km

(5)

Определение 1. ВЦД (3) называется абсолютно сходящейся, если схо

дится следующий ряд, составленный из подходящих дробей:

ос

l: I о:" - D V I •
V=iJ

Введем в рассмотрение ВЦД

"" N

D* = L :~1 + L
~1=' ,..,=1

.
ak,k,
,

.\'

+ ... + L:
.;=1

.
ak,k". R,. + ...
r]k,k, ... k

(6)

(7)

Георема 1. Пусть дроби (3) и (7) эквивалентны таким образом, что су

ществует последовательность ненулевых констант (rk, ...kJ, которая для всех

s = 1, 2, 3, "0 удовлетворяет условию

(8)

(9)

(10)

1=

Тогда абсолютная сходимость дроби (7) достаточна для абсолютной сходи

мости вцд (3).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя формулу разности между сосед

ними подходящими дробями, можем записать

D m+1 _ о: =, i ak , R , ••• Rm+ 1 П ak,k, ...k,

I I k,.k, •...•km=l bk,k, ... km+J '=1 D~ .../"д~~.~,

= I f 'k,
(I. k2,••• ,km=l

откуда

(11)

что и требовалось доказать.

Полученная теорема об эквивалентных преобразованиях ВЦД позво

ляет получить ряд достаточных признаков сходимости для дробей с комп

лексными элементами. Введем в рассмотрение ВЦД, эквивалентную данной

бесконечной дроби (3):

k i = 1, N), (14)(i = 1, 2,

Теорема 2. Если существуют такие действительные рь»,...k
i
> N, что

для элементов дроби (3) выполняются неравенства

I ::: I~ Pk,p: N (13)

IQk,k, ... ki I Pk,k, ... ki - N

Ibk,k,...ki_J bk,k, ...k; I ~ Pk,k, ...kl_/k,k, ...k;

то ВЦД (3) абсолютно сходится к некоторому конечному значению d.
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(15)

(16)

(3) со-

д о к а з а т е л ь с т в о. Применив обобщенный признак сходимос

ти Прингсхейма [51 дЛ Я ВЦД (1 2), получим соотношения

Ib k,Pk, 1> N + I a " ,pk, 1,
Ib k,k,•.. k;Pk,k,•. .A; I>N + Iak,k,.. .kiPk ,k, ... k;pk, k ,•..ki_' 1,

выполн ение которы х достаточно для абсолютной сходимости дроби

гласно теор еме 1. Положим

откуда

и, следовательно,

fJI" k , . .•k l _ 1 I
b",k, . .•k l_ 1 l'

что и тре60валоеь доказать.

Следствие 1. Пусть b k,k, ... kt = 1 и P k, k , .. .kt = 2N, тогда получим сле

дующий достаточный признак сходимости

1
Ia k,k , •.•kt 1::::;; 4N (17)

для бесконечной ВЦД вида

(18)

Для N = 1 этот признак получен Во р пи цким [7] и обобщен на случай про

извольного N Д. И. Боднаром гп.

Следствие 2. Положим Gk,k , ... k, = 1 11 Pk , R ~ . ..k2s = рь»;. ..k2s_ 1 = N Ibk ,k , . .. k2s 1.
Тогда на основании теоремы 2 получ им следующие соотношению

1 !v' l lJ k ,k , k2i, - А'

-'I"b-k -, k-,.-••k- 2-1_- ' -:-0k-, k-~-•••-k-2;'I ::::;; b~ ,k, "2 ; N:'

I b k 'k , ..I.k21_1 I + N I bk ' k

1

'''. k 2i I ::::;; '~
ил и более сильное нер авенетво

1

I ь k,k, ..•k21_1 I

(19)

(20)

(21)

Условия (1 9), (20) являются достаточными признаками сходимости для

бесконечной дроби

N ,\ '"! \-, 1 , ~ l.L.J -ь- + ~ -ь- + ... + .... ь + ...
k, = 1 k l 1;: ...= 1 k t k ~ 1.(. =1 ~ t k ,! . . •k

Теорема 3. Если существуют такие действител ьные P k, k , .. ,kt > 1, что

для элементов дроби (3) выполняются нер авенства

N I Р а Р \" k ,k, . ..kl _ 1 k,k , ...k; k,k , •. •kt _
.L.J ь о :::::::: Pk, k ,•••kl~ 1 1,

1'1= 1 k,k, . ..k; k ,k , .. .k; _ 1

то ВЦД (3) абсолютно сходится к некоторому конечному значению d.

(22)
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д о к а з а т е JI ь с Т в о .

МОСТИ [4]
Применяв достаточ ный пр изна к сходи-

:\ '

Ib",k•...I1 ;_ II> ] + ~ I ан», ...kiI
kj = J

(23)

к дроби (12), получим условие СХОДИМОСТИ

(24)

Положив pk,k, ... ks =
Pk , ~ , . .. kS

Ь k f k '1' • .I~ ~
, получим неравенство

(25)k i = 1, 2, . . . , N)(i = 1, 2, 3,

из которого следует не р авенство (22). При выполнении неравенства (22)
дробь (3) со гласно теореме 1 СХОДИТСЯ абсолютн о. Это и требовалось до

казать.

Следствие 3. Положим bk.k, .. ki = 1 и Pk,k,...я, = 2. Тогда п олу ч им дос-

тат о ч н ы й признак сходи мости ВЦД

.У

У' 1
~ Ia",k,...« I~ 4"""

"f = 1

дл я дробей вида (18).
Слепствие 4. Пусть Q" .k , . .. 1. '= 1 Н P ,~ , I1 , ...k 2s_ 1 = Pk,k, ..112.<_1 = Ibk ,k , .. .k2S_1 1>

> 1. Тогда условие сходимости (22) п ерепишется в виде

i "r,; ,k , .. .R2s_ t I~ Ibk ,k " " " 2S_ J I - 1,
';-',!('" = ' kl /f.'l . • •k2!-

откуда немедле нно следует достаточный п риз нак сходимости

(26)

дл я ВИД вида (21) с к мплексными элементами.

Остановимся н а а н ал и зе вычисл ительной устойчивости BUд. При вы

числениях оконечных ВЦД н а ЭВ ~\ потрешиости возникают по двум причи

н ам : во-первых, из -з а округлени я са м и х компонент др обе й и, во-вторых,

при выполнении а рифметических о пер аци й над ними . В работах [4, 5] про

а нализированы потрешиости округлен и я , котор ые возникают при вычис

лении ВЦД на ЭВМ с t- р азр ядно й ма нти ссой , за счет приближен ного выпол

нен ия ар ифметическ их о пе р а ци й ..Четодом обратного а нал иза погрешностей

показано , что процессу вычислени я дроби на ЭВ:\\ с н изу - ввер х соответ

ствуют эквив алентные возмущен ия кох понент дроби, которые не п ревыша

ют по модулю погрешностей окр у гления этих элементов до t р азр ядов ЭВМ.

Этот результат позволяет сконцентрировать наше В Н И;"'13н ие тол ько н а ус

тойчивости ВЦД относительно возмущен и й и х компонент.

Рассмотрим конечную вид

N N N
° k ,k, . .

Ь
m
= \"' а

~
Gk ,k ,

~
11т

..:..J -;:~ + + .. .+ л
. (27)

11 ,=1 bk , h: 1;= 1 ь.; km=1 bk ,k , . .. k m

зо



элементы которой связаны с элементами дроби (4) соотношениями

(28)

b kt " •.. .k~ = (J + ~kt,,? .. k) b k,k• . ..k s'

где (l. 1,. k , . . .к, ~ {) < 1; ~k, k , .. .k<~ б < J.

Определение 2. Будем говорить, что конечная ВЦД (4) устойчива

относительно возмущений (l. k,k , . .. k 5, ~k, k, . .. k5 (5 = гm) ее элементов, если

существует ограниченная константа С, не зависящая от т и такая , что

I fjm_ Dml ~ С5. (29)

Теорема 4. Пусть две конечные ВЦД эквивалентны таким обр азом, что

для их элементов выполня ются соотношен ия вида (8). Тогда из выч исли 

тельной устойчивости одной из ВЦД следует усто йч ивость другой .

Д о к а з а т е л ь с Т В о . Проверить утверждение теоремы можно ,

использовав формулу погрешностей округлен ия при вычислении ВЦД [4]
и схему доказательства теоремы 1.

Следствие 5. В работах [4, 5] показан а выч ислительн ая устойчивость

конечных ВЦД, удовлетвор яющих услови ям (23) ил и обобщенному призна

ку Прикгсхейма . По теореме 4 немедленно следует и выч ислительная ус

тойчивость ВЦД, удовлетворяющих услов и ям (14), (22), а та кже и (17),
(1 9), (25), (26).

Все полученные признаки сходимости и вычислительной устой чивости

легко проверяются, поэтому могут быть использованы на п ра ктике.
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Пусть полиномиальные матрицы А (х) = Ех
П1 + A1x

m
-

1 + ... + Аm и

В (х) = Ех
m + в.г::' + ... + Вт' где А" В , (j = 1, т) - п Х n-матрицы

над [, имеют форму Смита diag (1, .. . , 1, еl (х), "', е, (х)). Тогда

матрицы А (х) и В (х) полускалярно эквивалентны [1J соответственно

матрицам
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