
Оказывается, одна ко, что услов ие (Ш) следует из условий (i i) и ии) по"фор

муле (9) с учетом свойства (i) матрицы А (то же и в работе [IJ).
Таким образом, система ур авнен ий Эйлер а - Пуассона третьего по

р ядка имеет вид

Аг + qoo . Aq + Bq + с = О ,

где м атр ицы А, В и столбец с удовлетворяют услов и я м (ё), Щ), ии) - (vii)
и матр ица А кососимметрическая . Н а самом деле,

В/Я = qI LoiOkq l - Lо/ оk + 2p i L qi o!< xl - p ' L q!<lJ/xl + Lп , х k - L qk x/ +
+ 2 L qtv kt - L qk oi/;

С! = q /' P 'LOiqk ,,1 - q k L , tq!< + q k L otq"-' + p kp lL qlXkXI- p k Lot"k +
+ 2pkLqtxli + I_q'tI - L o{' + L x/'

При М е р 3. Рассмотр им систему ур ав нен и й второго порядка. По

ложим Д = О. Услови я (ii), (ёи) - ( ии) преврашаются в эквивалентную

форму услови й Гельмгольца [3].
П р и м е р 4. Рассмотрим систему урав не н и й первого пор ядка. Поло

жим В = О. У словия ( и) и (vi ) указывают на л инейную зависимость J. =
= Wp + w с а нтисимметрической матрицей W, зависящей только от пере

менны х t и х. Тождество (vi i ) п рев ращается в у слови я самосопр яжев но

сти А [ 4]:
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Р азложен ие функции в соответствующую цепную дробь явл яется одним из

наиболее у потребляемых способов построен ия ее дробно- рациональных при

ближени й. В работах [2, 31 введено понятие соответствующей цеп ной дроби

дл я двукратного степен ного ряда, воп рос поточечной сходимости которой

приводит к рассмотрению числовой дроб и вида

2*

(1)
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ai,k+ , 1

I bi,k+' •
i = О, 1, ЬU а, ;=

= О, 1, , ..) - комплексные числа.

Определение Г. Подходящей дробью n-го порядка дроби (1) называет

ся конечная дробь

аu \
Iф~n-"i-l

(2)

о •• ,

(01
Ф. = ьu , п = 1. 2.

т = О. 1, ...•
n - l

числа --2-;где [n -;- 1 ] _ целая часть

Ао IВо = О.
Определение 2. Двумерная цепная дробь (1) с комплексными компонен

тами называется сходяшейся, если существует и конечен прелел послелова

тельности ее подходящих дробей. Величину этого предела в случае его су

ществования будем называть значен ием бесконечной дроби (1) .
Определение 3, двумерная цепная дробь (1) называется абсолютно схо

дящейся. если сходится ряд

Теорема {. двумерная цепная дробь ( 1) с комплексными компонентами,

удовлетворяющая условиям

IЬiil>lаul+З , Ibiil>la/il+ 1, i=l= i. i. ;= 0,1 •.. , (3)
абсолютно сходится и множество ее зна чен ий принадле жит кругу

Iz I~ ], (4)

Д о к а з а т е л ь С Т В о . Рассмотрим двумерную цепную дробь вида

-1 йоо I

_..,......;I_Й...=l"",l :-1 _
фо- л

. Фl-'

(5)

где

- ! ak+ " i "

il bk+ i" I
-I ai,k+i !!

11 bi ,k+i I
т rn

фim)= IЬiil+~ -1 ан, , ; , +~ -I Йi, k+i l ,сЪiО'= IЬiil. m=О,I ••••
"= l I! Ь(+ . ,. , 1,= 1 11 bi,k+ I

При введении обоз на чен ий

« н I
Iф(s-2 i-l) ,

Q" ~S-~i- ! J _ ф"" (5- _'1 - 11 I
t - . "Т"

I ; ~ ' I
\'

, - 2t- 1

Q(S.- 2i - l ) _ Ь . ' . + \'
1/ - ,+,,1 ~

k=j+ l

Й i+k , i I
I bi+ k,i

s-2t-l

Q(s- 2i - l ) _ о. , + \'
, 21 - " '+1 Ц

}, =i+ J

ai,i+ k l

I bi ,i+ " •
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<-2i-1

Q" (S- 2i - l ) 1 \-.
IJ = bl+J" 1 + ~

k= i+ 1

-lai+k,111

Il b l+k,1 I Q~ (s-2i- l ) _ [Ь· '1+
, 2/ - (,'+I

1:-21- 1

+ .IO..i
1. = 1+ '

-/ai,i+kll

Ilb;.<+kl

i = О, [~]
'!. '

i = 1, <; - 2i-l

еправедливы следующие рекуррентные соотношения:

Q~S-2i- l ) _ ф,s-2i-I , a;+ I. '+ .
< -, + Q(s-21-З) ,

i+!

Q~ (S-Zl- I ) _ & \S-2/- 1) _ I a i+ l . ' + 11
< -, ~ (s-2i-З) ,

Qi+1

Q(S.- ZI- I) _ Ь . .. + Йi+ i+ I "
I1 - '+1,1 Q(s-Zi-l>

I. J+I

Q(S,- 2i - l ) _ IЬ . I Iai+i+I " I
I1 - <+1,1 - ~(s-21-1 )

Ql,j+ '

Q
(S.- 21- 1) _ Ь . + aioi+ i+1

, 21 - 1.1+ Q(s-21-1)'
2,i+1

Q~ 2(S.-2i- t ) = I Ь ., ' 1_ Ial, I+1+1 1
f ЦТ) A(s-21-1)

Q2,i+1

(6)

i = о, r s '2 1 1, i = 1, s - 2i - 1.

Методом полной математической индукции докажем, что выполняются

неравенства

; Q(S-21-1) \ QЛ ~s-2i-1) <; 1 I
I 1 >- I <9 а ., ,

IQ\j-2i-J) 1>:Q\j-2i-l) >1Gi+i.11, (7)

IQ~si-'2i-l) I>: Q~j-ZI-l) > IaU+i 1.
Действительно, при j = s - 2i - 1 =F О

1Q(S- 2l- 1) I IЬ Q~ (s-2i-l) <; I I+ 1 I 1
l,s-21-1 = s-i- l ,i I = I .s-ZI- I <9 a s-i-l,1 > as-I-I,I ,

. [ s - 1 11= 0 , -2-'

Предположив, что второе из неравенств (7) справедливо для произвольного

j (s - 2i - ] > j > т > 1), докажем его справедливость для j = т - 1.
На основании соотношений (3), (6) получ аем

IQ
(S- 21- I ' I - l b + а +m , <, ' Ь I Ia i+ m.l I -с
1.т-l - "+ m- I. Q(S-21-1 ) <9 I i~m-I , i - IQ(S- 21- 1) I

1т 1т

<, 1 Iai+ m,11 Q~(S-21- 1 )......... 1 I 1
<9 bl+ m-I,I \ - ~ (s-21-1) = l , т- l <9 1ai~ o;:_ . .11+ 1 - = altm-I ,I •

Qlm

Аналогично доказывается справедливость третьего из неравенств (7). По

скольку

ф(s-21-1) = Ь. -1-- ai+1,i
1 ,1 ' Q(S-2i-l)

11 Q(S- 2i- l)
. 21

s- 2i-1 s- 2i
П I Q\Sj;2i-l ) I П Q~~-21)

11=1 k= 1

Iф~s-Zi- l ) _ фis-2L) I~ -..."..,.---,---'-----=---- +

то с учетом только что доказанных неравенств находим

5-2/

П Iачi.i I
k= 1
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5-2;

(- 1 ) ~-~ I П (- 1ани 1)
k=

~ 5-21-1 . $-21 ,! +
П ~ '5-2t- l) П ~(S-21

Qlk . Qlk
k= ' 11= 1

5- 2;

п I ~; , k+il
4'= (

+ ,-21-\ $ 21
п I Q~~- 2i-l ) I n I Q~k-2i1 I
k= 1 k=1

и

5-:2;

(- I)S-21 П (- I а,.н ! 1)
k= 1+ ,;- 2i - l . s-2(

П ~ (S -21- 1 ) П ' \ s -2,1
Q2k Q2k

~=I ~= '

(8)

Iф~5-~I-I )I ~IЬ.I_ la'+I, 1 la".+11 =ФI5-21-1)2Iа[ lj'+I. (9)
~ tt ~ ( 5-2 , - I ~(5 -1!-1 ) ~

Q I I Q2 1

дл я первого неравенства (7) со гл асно условиям (3) пр и i = k и.'> - 1
2k, s - 1 = 2k + I соответственно получаем

IQ\O) I = Ib'I k I = Q1~) > IGkll l + з э- Iам I ,

IQ\, I I-1 ь + uk+I .r. + ak.k+ , /-..... Q~ (1 ) > I Iзг - ~ ,. I t; .::;:/ k G kk.
) :"'-t-I . k /;.'.R+I

Предполагая, что первое неравенство (7) справедливо для произвольного

(k > i > р), докажем е го с п р аведл ивость при i = р - 1:

IQ(S- ?r+ ll 1= I G)'S- :tО+I , + а " , !I -""' IфIS-2Р+ l ' [ _ I аос I _
0- 1 . ,,-1 (5-2"-11.::;:/ п- l Q~о(S-~О-I)I Qo

"(S - :!; ,+ I\
= Q_'_ l > I a :>_I. n_1 I + 1 - 1 = 1 Ga- I. O-I 1·

Обозначая подходящие дроби ,-го порядка для дроби (5) через А/В,.
r = О, 1, ,., и учитывая формулу разности для подходящих дробей двумер

ной цепной дроби [IJ, получаем

i
п I Q>r-2;- I! 11 Q;r-2;) I

;= 0

Iфj,-21-1 ) - ф~'-2tl \ n I а; j I
;==0

[Г~I ,
I-~::: - ~~ I~ ~ . ---,--------'----- +

i=O

;=0

[~] [';1 ]+,
(-1) 2 n (-Iaul)

1=0

[~] [~]+]
N " (' -2;- 1) П "(,-2/)

Q; Qj
;=0

l '; 1]+'
п ' IQ',,-2 j ) I

I

(Cblr -
2i - l ) _ ф)Г-21» ) (_ 1)1+1 П (-1 «н 1)

j=O

П Qj'-2j-l) QУ-2/)
i =O

1=0

[ ';' ]
+ ~ --,- ----'---=- --'-- = _А_:, ~_'_+_I

;=0

[';1 ]+1

П ! «н I

1= 0

+ [~]
n I Q(,,-2j-l)

I

Следовательно,

поэтому

±I~±!- - ~ I~ t ( ~' - ~'+l) = ~o - ~m+l •
,--о 8'+1 в, 8 8 8 8,=0 г '+! о m+ l
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с учетом неравенств (7) имеем

~ 11 А'+l _ ~ I ,40 _ \. Am+ 1 _! ' /аоо~ е: 1
L..J в в 1.:::::::: л пп л - Jm "(т) -...:::: ,
г=О Г+I , Во "'_00 Вm+ ! "'_00 Qo

т. е. двумерная цепная дробь (1) абсолютно сходится.

Поскольку

I ~: 1=1 Q~~l) I ~ ~a~~~ ) ~ 1,

то множество значений дроби (1) принадлежит кругу I г I~ 1.
Теорема 2. Двумерная цепная дробь (1) с комплексными компонентами,

удовлетворяющая условиям

IЬи 1;;;;:: 1 + Ia'+ l.t 1+ Iai,,+1I+ [ai+l. '+ 11, (10)

Ibii/ ;;;;::lai+I.,1 + 1, i=l=i , i > i ,
Ibif/;;;;::lai.;+11+ 1. i=l=i, i<j

абсолютно сходится и множество ее знач ений принадлежит кругу

I г :~ 1аоо I . (11)
Легко установить по рассмотренной в теореме 1 схеме, что в условиях

теоремы 2 двумерная цепная дробь (5) является мажорантой для дроби (1),
предварительно по индукции доказав справедливость неравенств

IQ jS-2i-l ) I ;;;;:: Qfs- 2i- I) ;;;;:: 1, IQ1j-2i-l) 1;;;;:: Q1j- 2i- IJ;;;;:: 1,

(12)
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Пусть функция f (х, у) двух комплексных переменных, определенная в не

которой области D, представима в виде ряда

00

~ G! fx' y J.
(,; =0

Тогда соответствующая ряду (1) двумерная цепная дробь имеет вид

(1)

1 + ФО + '\'" . аиХУ I
L; 1+Фi
{=!

(2)

коэффициенты aik однозначно определяются по коэффициентам Gik [4, 5].
Подходящей дробью ,-го порядка двумерной цепной дроби (2) Н а JbI Ba -
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