
где х Е [ хо , хо + LJ, (Е;» О) , а G [ х , и, п], g [ х , у , и, vl - достаточн о

гладкие функ ции .
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О СУЩЕСТВОВАНИИ ЛАГРАНЖИАНА для неввгономнои СИСТЕМЫ

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Настоящая заметка обобщает результаты работы [1] на случай завися

щего от времени лагранжиана . Системе дифференциаль ных ур авне н ий

г-го порядка Л/ (t, Х / , X{I I' . . . , X~Г) = О (i , i = 1, . . . , n) ставится в со

ответствие пфаффова я форма л = л]dх1 + . . - + Л"dх" . Вводятся в рас

смотрение следующие операторы, цейстующие на за в ис ящие от времен и

дифференциальные формы от персмен ных х' = Х;о) , X(l)' ... , Х(Г) [ б} :

1) внешний послойны й ( относитель но проекции л: (t , Х(О) " ' " х(n)-+

--+ [) дифференциал dn', дифференцирующий только по координатам слоя :

, д!

dn! = ~S-, ~ dx;S);LJ - - 1$.

2) дифференцирование D, оп ределяемое соотношениями

д/ L' д! .
Ddл = dnD, Dt = -at + X(s+ l)-д / '

s= C X( SI

3) дифференцировани я <р и Q'o, определяемые соотношениями

<р! = о , (pdX' = О, <pdX( s) = sdx(S_' ) (s> О) , (Pocu = (deg со ) ю ;

4) дифференциал Лагранжа , оп ределяемы й формулой

( '"" (- 1)' ) .б = еро + .:...J _ I Ds<pS dn.
s- ) S.

Согласно работе [ б] , кр итерий существования ла гранжиана для систе

мы уравнений Л/ = О выражается тождеством б ( л ,dх
i
) = О .

Теорема. Система дифференциальны х ура внени й Л; ([, Х{О)' • • • , х{n ) =
о тогда и только тогда явл яется системой уравнений Эйлера - Пу ассона ,

если выполняются тождеств а

дА,. _ о;,; _ ~~=o (_ I)S~ ( di/ _ ~.\) = О,
дх! дх' dl' дх ( SI дх '.

( S)

~~ __ "Г (_ 1)s 5! d
S-"~ = о

дХ{и) LJ s=v (5 - и)1 и ! dtS- V ax~S) ( 1 ::::;;; и::::;;; г).
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Доказательство аналогично приведеиному в работе [11. Условия (*)
должны рассматриваться как уравнения в частных производных на функции

л" переменных (, х', X[l), ••• , Х[n' Необходимость условий (*) в обобщении на
уравнения Эйлера в частных произволных указана в работе [2), их доста

точноеть в третьем порядке установлена в работе [5]. для автономных си

стем уравнений в частных производных координатное представление формы

л можно найти в работе [71.
Пр и м е р 1. Рассмотрим систему уравнений четвертого порядка. Там,

где это удобно, будем пользовать ся матрично-векторными обозначениями.

Внутреннее умножение, выполненное в последнюю очередь, обозначим точ

кой, а выполненное в первую очередь - просто слитным написанием. для

переменных Х(1), Х(2), Х(З), Х(4), Х(5), Х(б) примем обозначения р, q, Г, 5, 5, '5
COOTBeTGTBeHHO и введем усеченные операторы полного ди~ренцирования

д и д

D x(U) = 7 + ~ Х(и+!) ах .
.LJu=o luI

Предложение. Система дифференциальных уравнений четвертого по

рядка л. (t, Х, р, q, Г, s) = О является системой уравнений Эйлер а - Пуас

сона в том и только в 'том случае, если найдутся зависящие от перемен ны х

t, к, р И q симметрическая вместе ео своей с-провэволной матрица М, косо

симметрическая матрица А и столбец Ь, удовлетворяющие условиям

(j) dqiA;A + 2до LiМ" " = О,

и) а Н до е А = О,

(и) ге, 1\ Ь + 3DoA = О,

(jjj) д~o , bb + 2дD(fА i) ~ - 3д rUМ;kJ + Dод"ЯМIj - 4доиМ '1 !< - D~д 'М i l. = О,

(i v) 2dqkdp"b;J- 4a,,[iA ;]k + дхkАij + 2Dpaok Aij - 4DpCi"LiMiJk-

- 2D;aouM il k = О,

(и) до О Ь - Dодq 0 Ь + D~M = О,

(ш ) 4д ... 1\ Ь - 2DpOp 1\ Ь - D:A. = о

и такие. что

л = Ms л, гда . Мг + Аг + 2DoMr + t:.

Д о к а з а т е л Ь с т в о. Условия теоремы запишутся следующим об

разом;

д s 1\ " = О, (l )
д , : . i. - 2DiJ , 0 А, = О, (2)

ге, 1\1. - зог, ® i, + 6D2 iJs 0 л = О, (3)

2др 0 л - 2да 0 '. + 3D2Qr ® л - 4D3iJs 0 л = О, (4)

гз, 1\ л - ое, 1\ " + о», 1\ л - D3Qr 1\ л + о-е , 1\ л = О. (5)

В уравнен и и (2) коэффициентами при переменной " служат вторые произ

водные от л, так что они должны об р ащаться в нуль. Вместе с условием (1)
это указывает на линейную зав исимозть л = М$ + m G симметрической мат

риuей iv"., что позволит дальш е р асщепить уравнени я (2) - (5) по степеням

переменной s. В соотношениях (3), (4) части, содержащие переменные sв (3)
и sв (4), имеют соответственно ВИ!!

Зд , Q9 М$ - 6$iJr· М = О, Зд, ® Ms - 4sa, -М = О,

откуда следует независимость матрицы iVi от переменной Г, вследствие чего

услов и я (2), (3) и (4) упрощаются :

д, О m-2DаМ = О, (6)

2до 1\ m - 3DqQ, 0 т + 6чдх . М + 6DxDqM + 6rQp . М + 6Dqfap . М +
2 3- 2140 17



+ 6qaIJ . ОоМ - 6qa, М + 2до 1\ Ms - 3sa, . дг @ т + 65до . М +
+ 65д, . д/М = О, (7)

45до . М + 35до . до @ т - 2до @ М5 + 3 (5д,)2д, @ m -

- 12D
05ao . М + 3D 05a,. д, @ т + 35до· д,@ т + 3D05a,. д,@ т

з- 2D oao @ Ms - 25д, . до @ m - 45до . М + 2aIJ @ Ms - 4D oM +
+ го», 0 т - 200до 0 т + 2aIJ () т = О . (8)

Квадратичные по 5 слагаемые в формуле (8) указывают на полиномиальную

третьей степени зависимость m от г:

Щ = Qik/Tkr' + N ikr" + bi •

Положим N = Д + 2Р, где матрица Р симметрическая, матрица Д анти

симметрическая. Не содержащая г часть соотношения (6) определяет

матрицу Р = OIJM. Часть соотношения (8), содержащая s, определяет
квадр атично е сл а гаемое в m: Q . г @ г = ralJ . МГ и указывает на сим

метричность производной матрицы до х М также и по первой паре индек

сов . Рассматривая вместе часть (7), линейную по г, и часть (8), линейную

по s, убежлаемся, что они эквивалентны условию (Л. После упрощений

оказывается, что уравнение (6) уже выполнено, уравнен ие (7) совпадает с

условием ип, уравнение (8) в части, не содержащей s и линейной по г, сов

падает с усл овием (jjj). Симметрическая составляющая части урав нения

(8), не содержащей персменных r и s, совпадает с хсловием (и), антисиммет

рическая обращается в нуль условием (ii) .
Тождество (5) в части, линейной по s и не содержащей г, совпадает с ус

ловием и) . Условия (vi) и ии) содержатся соответственно в части, не завися

щей от переменных 5 и Г, И В части, содержащей s, но линейной по г . Все

остальное в тождестве (5) обращается в нуль, и доказательство закончено .

Отметим следующее дифференциальное соотношен ие между условиями (и),

(iv) и (v) :

Cok (V)ij - (iV) lщ + 2 (iV) ik/ - aok (i l\, + 2a oi (ii)i k = О. (9)

Используя услов и я (и) и (Л, пролифференцированныепо q, можно до

казать симметричность услови я ит по последней паре индексов.

На самом деле матрицы М, Д и столбец Ь следующим образом выра

жаются через произволные от Фун к ции Лаграижа:

Mik = L Q'ak, A'k = L o'ok - Lпkоt,

bi = qkqlLotoklJl- ql1Lotp!< + 2QRp IL
Q
' ok<' + qkLQtxk + 2qkL o' o< f

+ pkpILQiXkx/- p kL o'xk + 2 pk L Q'x k' + L Qttl - LOl1 + L xl'

При м е р 2. Рассмотрим систему уравнений третьего пор ядк а. По

ложим М = О. Согласно условию (j) матрица Д зависит ли шь от переменных

" х и р . Условие (jjj) определяет зави с и мость столбца Ь от пе реме н ной q!

Ь = qaD • Aq + Bq -т- с.

Остальные условия упрошаюгся :

Щ) 2 21 В - 3D хА = О;

(iv) 2дoiB/1 11 - 4д <иА / ; . -+- д<kA ii + 2D xGpkAij = О;

условия (и) и (vi) распадаются каждое на два:

(и) до () с - ОХ sym В = О,

(iii) J okB u/J - до( , В /) " + Охдо(, Aj)k = О;

(vi)2доkдо l iСj - 4(\ :IB ij', + D~a " kA iJ + 60 <d</ iA ik: = О,

(vl l ) 4д, А с - 2D xao 1\ с - D ;A = О.
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Оказывается, одна ко, что условие ит следует из услов ий ио и ии) по" фор

муле (9) с учетом свойства ( i) матрицы А (то же и в работе [1]) .
Таким образом, система уравнен и й Эйлера - Пуассона третьего по

р ядка имеет вид

Аг + qoo . Aq + Б q + с = О ,

где матрицы А, В и столбец с удовлетвор яют УСЛОВИЮ1 ([), (и), ([и) - (ии)

и матрица А кососимметр ическая . Н а самом деле,

В
"

- о ! L - L . + 2 р' L - р' L + L - L +, - olo k q' о " ," q10kx l q~lJ i xl 17 ' Х
"

qk x /

+ 2LQ' o k / - LQk Oi ' ;

С
'

= q l'p IL IJ /qk x l - qkL" qk + qk L 01qk/ + pkp l Lqi Xk x l - pkL"t rk +
+ 2pkLqtxk + Lqi tl - LOi ! + Lxi'

При М е р З . Ра ссмотр им си стем у ура внений второго порялка. По

ложим А = О . Условия (ii ), ([и) - (ии) превр ашаются в эквивалентную

форму условий Гельмгол ьца [31.
П р и м е р 4. Рассмотрим систему урав нен ий первого порядка. Поло

жим В = О. УСЛОВ ИЯ ( и) и (vi ) указывают на л инейную зависимость }, =
= Wp + w с а итисимметрической матр и цей W, зав исяшей толь ко от пере

менных t и х. Тождество (vii) превращается в УСЛОВИЯ самосопряжевно

сти л. [4]:
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Р азложен ие функции в соответствуюшую цепную дробь является одн им из

наиболее у потребл яемых способов построен ия ее дробно-рациональных при

ближен ий . В работах [2, 3] введено понятие соответствуюшей цепной дроби

дл я двукратного степен ного ряда , во п рос поточечной сходимости которой

приводит к рассмотрению числовой дроб и вида

2*

(1)
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