
тогда

x(J. k) ( l_x)k
~ (х) = 1 Г:- p~«(J., (х) , 'Iln (х) = p~(rx . k) (х),

r'n ~

или

~n(X)= ±C';'Xi+a. , 'Iln(x) = ~ d7~ (-l)k (~)Хi+' .
;=0 i=O 1= 0 L

Коэффициенты разложения аn и Ьn Б этом случае имеют в ид

аn = а ~o d'/~ (- l)k (:) F [а (l + i + ЛJ, ьn = а ito С/ F [СУ (1 + j + а) ],

где dn = с'! = 1~ а'! ; (L~) - биномиальные коэффициенты. Если поло-
/ , r 'n'

жить, что

I x(J. (I - х) "
Шl (х) = 1/ - , Ш 2 (х) = у ,

у '17 ГN

получ им новые биортонормированные системы . В это..: случае

n n k ( k
~ (х) = ;~o CjX

J
, 11n (х) = i~O d! to (-- l)k \ ; ) X i-'-i+a ,

n k (k) ~
а., = СУ ;~o d'j ~o (- l)k i F [ СУ (l + j + i + а)] , о; = а ~ cj F [а (1 + j)J.

Искомая функция f (t) определяется формулой (9).
При а = О , k = О получаем известные в литературе результаты : обра­

щение преобразования Лапласа с помощью смещенных МНОГОЧ.1енов Ле­

жандра [2].
Сходимость частных сумм CP N (х) К ср (х) обеспечивается [1] огра н и чен-

ностью I~O аnЬn I равномерно относительно N. для рассматриваемого
класса функций это легко доказываетс я путем построения мажорантного р я ­

да, обладающего у каз а н н ыми свойств ами .
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Метод приближенного обращения преобразования Лапласа с помощью мно­

гочленов Якоби заключ ается в следующем. Пусть известно изображение

Лапласа F (р) функции f (/) :
00

F (р) = ~ e-p'f (t) dt.
о

(1)
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n
Есл и p~«(Ц3) (х) = ~ a'ix i - смещенные мно гочлены Якоби, то искомую

i=З

фун кцию оригинала f (() представляем в виде р яда [1]

f и) = h (t) ~ а;~ p~(a. lj ) (e-Gt )1 (2)
n=О УГn

где а> о - свободный параметр .

h и) = ехр (- (Jt (1 + ~ - '\'; )J[] - ехр (- at)]a ;

rn = !(n + a+ l ) r (n + ~ + I ). 2m=2n +a+I:'>+l'
2тГ (2т - n) n ! • , (3)

(4)

!З"9

14

Та к как F (р) - известная функция, то по формуле (3) вычисляются

коэффициенты а; а по формуле (2) - искомы й ор и гинал f ({) . Здесь пред­

пол а гаетс я, что F (р ) - а н ал итическая

функция в полуплоскости Re р > '\'0 '
Услови я разл ожени я ор и ги н ала f (t) в

р яд (2) п риведены е р аботах [1, 21.
В виду п ростоты , возможности реа ­

лизации на эвм и математической об­

основа н ности этот метод обладает многими

свой ствами , необходимыми для примене­

ния его к решению зада ч механик и. Од­

на ко п римеров пр именения его н а пр ак­

тике немного . Глав н а я пр ичи н а этого в

том , что по формуле (3) ввиду потери

точ ности вычислени я можно н айти огра­

ни ченное чи сло коэффициентов а.; кого ­

п рых не всегда достаточно для вычисле-

ни я оригинала f ({) с требуем ой точно­

стью [3]. У стр анению этого недостатка посвящены р аботы [1, 31 . В ч аст­

ности, в этих р аботах дл я оп ределен ных классов оригин алов найдены асимп­

тотические формулы для вычислен ия а.; при больших п .

Цел ью настоящей р аботы является п родолжен и е исследован ия метода

пр ибл иженного обращени я преобр азования Лапласа с помощью ортогональ­

ны х многочленов Я коб и.

1. Сравнение коэффициентов, вычисленных по асимптотическим форму­

лам, с их точными значениями . Как отмечалось выше, в работе [1] дл я

определенного класса ори гин алов найдены асимптотические формулы дл я

вычисления а; при п ~ 00 . Ка к следует из п римеров , найден н ая асимптоти­

ческая формула существенно з а в ис ит от свободного пар аметр а а . На ри-

су нке для фун кции - изображения F (р ) = ...!- (l - In ,\,р), где '\' - постоян-
р

н а я Эйлера , приведены зависимости по гр ешности вычисления е (в %) коэф­

фи циентов 'а; от п по асимптоти ч еской формуле при разл ичных з начен и я х а. .
Как видно из рису нка, существует та кое значен ие (J -с- аоп, пр и котором п о­

грешность е минимальная для каждого фиксированного п,

Если е больше допустимой величины, то предлагается следующий ме­

тод СТЫКОВКИ коэффициентов, выч ислен ных по асимптотической формуле,

с и х точными з начен и ям и . В пределах возможности эвм вычисляем коэф­

фициенты по точной (a~) и асимптотической (a~) формулам пр и различных
значения х а. Из задан но го интервала а выбираем то, пр и котором е ми ни­

мальиое. Вводим функцию е l (n) так, чтобы

a~ = [1 + E1 (n)] a~ ,

8



(5)

причем 81 (п) обладала свойствами

а) lim e1(n) = О, б) I а; [1 + 81 (П ) ] - 1 1 ~8д ,
n ....О an ·

где Вд - допустимая точность вычисления коэффициентов аfl '

Таким образом, с помощью введенной функции 101 (п) коэффициенты

а; дл я больших п можно вычислить с наперед заданной точностью ёд '

Н а прахтике функцию 17,1 (п) можно выбирать следующим обр азом .

Асимптотическая формул а дл я an есть не что иное, как первые [иены асимп­

тотического р азложения коэффициентов а; при п -+ оо , Тем самым извест­

на шкала функций, по которой разлагаются а., при п -+ 00. Представл я я

В] (п) по известной шкале функций е неопрепеленными коэффициентами (на­

пример, 81 (п) = АпВ ]п С п) и используя фОР\1УЛУ (4), можно найти эти ко­
эффициенты (А, В, С). для этого в выр ажен и и (4) необходимо положить

такое количество значений п (П1' п2 , ... , п '71)' с коль ко неизвестных коэффици­

ентов входит в 101 (п) (в примере т = 3) . Таким обр азом, получим систему

т уравнений с т неизвестными, из которой находятся неопределенные ко­

эффициенты.

2. Вычисление оригинала в случае at -+ 00. Если оригинал f (t) ищет­

ся в виде р яда (2) , то коэффициенты а; вычисляются как по формуле (3),
так и по асимптотической формуле, которая , как отмечалось в п. 1, дает

хорошие результаты при некогором о = U on • Поскольку U on = const, то

о оп ! -+ 00 при t -+ 00 . в этом случае, поскольку 2е-а! -1 = - 1, сумма
Л'n

\' а :- p:(a.f',) (e-al), где No - н екоторое ч исло, поа ктически не зависит
~ n Jl,n .
n=о

от t, и для достижения требуемой точности вычисления оригинала необхо-

димо брать большое количество членов р яда (2) и с увел иче нием t это число

растет. Если No достаточно большое число. то, во-первых, требуется много

машинного времени для счета и, во-вторых , вычисл ение бол ьшого коли­

чества членов ряда (2) вследствие накопления ошибок вычисления может

привести к з н ач ител ьной утере точности вычисления оригинала . Решить

эту проблем у можно следующим образом.

Пусть N1 - номер , до которого можно вычислять коэффициенты а.;

по формуле (3), а дл я п > N1 справедлива фор мула (4) для вычисления а.;

Асимптотическая формула для вычисления a~ приведсна в работе [1] .
Ряд (2) за п ишем в виде

f (t) = h (t) [~I ;;n Р,:(а, Р» (e-al) + S (N l' t)] ,

где

S (N 11 t) = (6)

Теорема 1. Если f (t), t Е [О, 00) - непрерывно дифференцируемая

функция, обладающая свойствами

f (t) = {А + Btv ехр (- utV
) in~ t, t -+ О ,

С + Dt б ехр (- vt) InS t, 1-+ 00, (7)

где А, С, 1', v, q, О, s - произвольные постоянные ; и, v > О; В, D =1= о,

то при ut -+ оо

1 1 1

з л»; t)= V ~ (s in +J-13
- 2 (COS{)-а-2{-} JпN1 S [ф+ (ехр( ln;l ))-

, u

InN,

-ф-(ехр ( 'п;!) + 1)] е-Х ~~ +Ф1 (N 1 , t)}. (8)

9-



[т (X)]~f3J B [т (х) 8] [Ь (х) + с (х)] [1 + 81 (х)],

Здесь

г (х + ~ + 1)

Г (x+l) Jlг (х )

Ф1(N1 , t)=+[фТ(i'V'I)-Ф-(N1 + l ) ] + . .. +

(9)

+ (- 1)k-2 (2k ~ 2)1 [ф+ <2k- 'j) (N 1) - ф.,--(2k-З) (N1 + 1) +

k = 2, 3, ... , Bk - числа Бернупли [4]; J [3 (х) - функция Бесселя 1 рода

9 6 1
мнимого аргумента ; t = - -;- !п sin ""2; т (х) = х + ""2 (а + ~ + 1);

г (n) = r ,,; Ь (n) = Ь" и с (n) = с" определяются нз ра венства

a~ = Ь" +(- ! ) " С"

и выполняются услови я

2 (уn + u) __1 С '= О
а 2 ' •

(11)

д о к а з а т е л ь с Т В о. Запишем выражение (6) в виде

00 00

S (N l ' t) = L (- 1)" .з«: p;f.a) (1 - 2е-а/ ) = L (- 1)" ;~ p~f.a) (cos е).
,,=N, yr;;- ,,=N,} гn

(1О)

Известно [2], что при п --+ 00 с п р аведл иво асимптотическое равенство
I I

V8 ( fJ г: е ' -<:1.- - Г(n + 1'> I 1)
p~P, a.) (cos е) = 2 s i п ""2 2 COS""2) 2 mf3n;Г J в (те)

d
для o~e~n-~, d=const. Из формул (4), (9), (10) и (11) получаем

n

I I 00 "'VO(. е )-~-:? ( fJ )-а.-:? \'-" (- 1) Г (n + ~ + 1)
S (N 1 , t) = ""2 эш ""2 COS""2 LJ }/'n m f3n l Х

,,=М ,

Х J f3 (те) [Ь" + (- 1)" сп] [1 + е 1 (n)]. (12)

Не уменьшая общности, можно считать N1 четным. Тогда из формулы (12)
следует , что _ А 1 1 [

V 8 ( . е )-"'-2 ( е )-а.-2" 00

S (N1 \ t) = ""2 SlП""2 cos ""2 n~' ф+ (2n)-

2

(13)

Поскольку функция Ф ± (х) з адана аналитически, ' то остатки рядов, стоя­

щие в правой части (13), можно просуммировать. не п р ибегая к вычисле­

нию ф± (n) для каждого п, дл я это го воспользуемся формулой суммиро­
вания рядов Эйлера - Маклорена [4]

h ь

~ Ф (х) = -+ sФ (х) dx - +[Ф (Ь) - Ф (а)] + ... +
а

+ (_ l)k-2 Вkh2k-
З

[ф(2k-З) (Ь) _ ф(2k-З) (а)] + ....'. k = 2,. 3,;... (14)
(2k - 2)1

10



Если применить формулу (14) к суммам в (1 3) при h = 1, а = ~i" Ь =

= 00 , получим

-т( (J ) -f3-~ ( е )---а-! (7
з с«; t ) = 2 sin 2 - cOS 2 2 ~ Ф+(2х)dx-

- Iф- (2х + 1)dx + Ф] (N] , t)] . (1 5)
N ,
"2

Из (14) заменой переменных интегрирования приходим к (8). Тео р ема 1 до­

казана.

3. Вычисление оригинала при at ~ О. Если (Jt~ О, то имеют место

рассуждения, аналогичные п риведеиным в п . 2, т. е. для достижен ия точ­

ности вычислени я оригинала необходимо брать большое кол ичество членов

ряда (2). В этом случае справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Е сли t (t), t Е [О , 00) удовлетвор яет условия м теоремы 1,
то при (Jt~ О

Г (х + а. + 1)

Г (х + 1) }! г (х)

Ч'] (N], t) = -{- [Ч'+ (М]) - '1'- (N J + 1)] + ... + (- l)k-2
(2k - 2)1 Х

х [чr+ (2k-З) (N J) - Чf-m-З 1 (N J + 1)] + "', k = 2, 3, ...

Остальные обозначен ия такие же, к ак в теореме 1.
доказ ател ьство теоремы 2 а н алогич но доказател ьству теоремы 1.
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НЕЛИНЕйНЫЕ МЕТОДЫ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ ДЛЯ РЕШЕНИЯ

ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИй ВОЛЫЕРРА

Многие практически важные задач и механ ик и , математической физики,

техни к и, разл ич ные инженерные ь адач и сводятся к решению интегральных

уравнений Вольтерра
Х

cp(x)= .\F[x , 5 , cp(5)]d5, x E I L : [xo, xo +L].
хо

(1)
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