
Если снова воспользоваться формулой (2), подставив вместо pf ( Х), р: (Х)

и p~ (х) их выражен и я (см . [2J), то ПОЛ УЧ ИМ теорему 2.5 и з р аботы [2J .
'\налогичное предста влен ие будет иметь место , если применить др угие

формулы для произволиых Р адона -'- Никодима пр и сдв иге, линейной и

соответствен но нел инейной замен а х . В есьма общие результаты для таких

ПрОИЗ!30ДНЫ Х содержатся в работе [4].
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(1)

Задач у восстансвлення ор иги н ала f (t) по его и зображению Л апл аса F (5)
можно р ассмат р и в ать ка к задачу решен и я интегр ального урав нен и я 1 рода

00

~ е: "] (t) dt = F (s).
о

для получени я р ешени я ур авнени я (1) поступим следующим обр азом

[3J. Предпол агаем, что изв естно пр еобразование Лапл аса F (s) функци и f (()
с некогорой абсциссой абсолютной сходимости У1' Р ассмотрим п реобр азо

в ание (1) при услови и Re 5 > 'г'с > 1'1' Используя теорему смещения преоб

р азованив Лапласа, соотношение ( 1) можно за п исать так :

После замены

00

j e - Vo1e-s/ f (f) dt = F ('\'0+ s) .
о

u t In х
переменнои = - -- уравнение

а

(2) примет вид

(2)

(4)

1 s

~ ха с:р ( х) dx = aF (Уа + s), (3)
о

~ -I ( I )
где обозначено ер (х) = x (J f - : х , а > О.

Если си с темы функций ~,, ( x) Е и и 11" (Х ) Е L2 образуют биортонорми-

рованн ую систему на множестве х Е [О , IJ, т. е .

r {О , m =l=n,
J ~" (х) 11т (х) dx = 1 _
о ' т - n ,

тогда для с:р (х) Е L2 справедливы разложени я [IJ

где

00 00

qJ (х) = l: a'l~" (х} , qJ ( х) = ~ Ь"11" (х)"
11= 0 11 =0

1 I

а" = ~ (р (х) 1111 (х) dx ; Ь" = j с:р (х) ~" (х) dx.
о в

(5)

(6)



Представляя ~n (х) Ц т] n (х) В виде

(7)
n

'yl (х) = ~ d'!ХУ(/)
' In "'-J "

;=0

из соотношений (6) G учетом (3) находим коэффициенты аn и Ьn разложения

(5) через известную функцию F (з):

п n

аn = и ~ d7 F ['\'0 + иу (ЛJ , Ь; = и ~ CjF [1'0 + их (j)J. (8)
i=O j =O

Зная аn и Ьn• определяем искомую функцию

= n
f (t) = е-('\Iо-<У) : ~ an~n (е-<У/) = е-('\Iо -<У )I L bn'lln (e-<Yt).

n=О n= r

(9)

Как частный случай получим известную в литературе схему обраще

ния преобраэования Лапласа с помощью ортогональны х многочленов [2J .
для этого достаточно положить ~n (х) = Чn (х) И п р едположить их ортого

нальностъ .

Построение биортонормированных систем в общем случ а е весьма тру 

доемкий процесс П] . Однако в ряде случаев для достаточно широкого клас

са функций такие системы можно постро ить довольно легко. Р ассмотрим,

в частности , биортогональные разложения в L2. Имеет место следующая

теорема .

Теорема. Система функций

~ (х) = 0)1 (х) p~(a..f3) (х), 'Iln (х) = 0)2 (х) p~(a.,f3) (х) (10)

обр азует биортонормированную систему на множестве х Е ю, 1] при усло

ВИИ, что

(11)

где p ,:\t;f.. 11) (х ) - смешенн ые м ногочлены Якоби [41 вида

"

p~ \a. . ",) (х) = 2: а7Х ' =
i=O

(12)

а ( а + 1) . . . (а + i - 1) Ь (Ь + 1) . . . (Ь + j - 1) х':

;! с (с + 1) . . . (с + i - 1)

n
= , -. (- 1)" Г (n + 1+ В)

~ nl l' (l + р )
j=O

_ г (n + о: + 1) Г (n + (3 + 1) . _ л, .
rn - n/(2n + (J. + p +l)r(n + a +B+I} ,а- n I a+~+ 1,

Ь = - n; с = 1 +~; а> - 1; ~ > - 1; Г (а) - гамма-фу н кция .

Д о к а з а т е л ь с Т В о . Подставляя выражения (10) в условие би

ортонормированности (4) и учитывая соотношение (11), приходим к условию

ортонормированности смешен ных многочленов Якоби с весом ха (1 - x)f3
I

и нормирующим множителем - , что и доказывает теорему.
r n

для получения коэффи циентов аn и ЬN р азложения (5), определяемых

формулами (8), необходимо иметь представление функций ~n ( х) И rl n (х) в

в иде (7). Учитывая, что для смешенны х м ногочленов Я коби представление

в виде ряда по степен я м х ' определяетс я формулой ( 12), из представления

(10) заключаем , что О) ] (х) И 0)2 (х) должны и меть аналогичные разложения.

Для выполнения последнего, к а к в идно нз соотношен ия (1 1), достаточно
предположить, что ~ = k = О, 1, 2, .. ., т. е . принимает целочисленные зна

чения k из области изменения ~.

Рассмотр им п р имеры . Пусть

ха.

0)1 (х) = ,Г:- '
r r n

б



тогда

x(J. k) ( l_x)k
~ (х) = ,;-:- p~«(J., (х) , 'Iln (х) = p~(rx . k) (х),

r'n ~

или

~n(X)= ±C';'Xi+a. , 'Iln(x) = ~ d7~ (-l)k (~)Хi+' .
;=0 i=O 1= 0 L

Коэффициенты разложения аn и Ьn Б этом случае имеют в ид

аn = а ~o d'/~ (- l)k (:) F [а (l + i + ЛJ, ьn = а ito С/ F [СУ (1 + j + а) ],

где dn = с'! = ,~ а'! ; (L~) - биномиальные коэффициенты. Если поло-
/ , r 'n'

жить, что

I x(J. (I - х) "
Шl (х) = ,/ - , Ш 2 (х) = у ,

у '17 ГN

получ им новые биортонормированные системы . В это..: случае

n n k ( k
~ (х) = ;~o Cjx J

, 11n (х) = i~O d! to (-- l)k \ ; ) X i-'-i+a ,

n k (k) ~
а., = СУ ;~o d'j ~o (- l)k i F [ СУ (l + j + i + а)] , о; = а ~ cj F [а (1 + j)J.

Искомая функция f (t) определяется формулой (9).
При а = О , k = О получаем известные в литературе результаты : обра

щение преобразования Лапласа с помощью смещенных МНОГОЧ.1енов Ле

жандра [2].
Сходимость частных сумм CP N (х) К ср (х) обеспечивается [1] огра н и чен-

ностью I~O аnЬn I равномерно относительно N. для рассматриваемого
класса функций это легко доказываетс я путем построения мажорантного р я 

да, обладающего у каз а н н ыми свойств ами .
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ОБ ИССЛЕДОВАНИИ ПРИБЛИЖЕННОГО ОБРАЩЕНИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

ЛАПЛАСА С ПОМОЩЬЮ МНОГОЧЛЕНОВ ЯКОБИ

Метод приближенного обращения преобразования Лапласа с помощью мно

гочленов Якоби заключ ается в следующем. Пусть известно изображение

Лапласа F (р) функции f (/) :
00

F (р) = ~ e-p'f (t) dt.
о

(1)
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