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КВАЗИЛИНЕйНОЕ ОПЕРАТОРНОЕ УРАВНЕНИЕ И ИНТЕГРАЛ ПО МЕРЕ ГАУССА

Пусть Х - вещественное локально выпуклое линейное топологическое

пространство, элементами которого ЯВЛЯЮТСЯ функции, В том числе и век­

тор-функции, ил и числовые последовательности . Предполагаем , что х­

измеримое п ростр а н ство с выделен ным в нем о-кольпом подмножеств , на

которых зада на мера ~t така я , ч т о j' ~t (dx) = 1, fAxll (dx) = О , где А-
x х

линейное измеримое отображение А ! Х __ Х, н еуществует А - 1 ! Х __ Х.

Этими свойствами обладает, в частности, мера Гаусса со средним значением,

рав н м Н У .1Ю, или произведение таких мер. ДЛЯ определенности будем

предпола гать , что Il - гауссова мера .

Сч итаем извест ными выражения ДЛЯ проиэволны х Радона-Никодима

pf ( х) = d~lc (х) п р и сдвиге Х __ у = х + а на элемент а Е х, p~ (х) =
C~ •

= a~ A (х) при линейном преобразовании х __ у = х + Ах и p~ ( х ) =
df.1

= dfL L (х) при нели нейном преобразовании х -- у = х + Lx. При э том эле-
dfl

мент а Е х и опера торы А и L удовлетворяют всем тем требованиям ,

при которых выражен и я pf (х), p~ (х) и Р; (х) имеют смысл, в частности,

существует обр а т ное реобразован ие L-1 ,

Пусть Х1 , Х2СХ . Определ им операцию Х1 Х2 = Х, Х Е Х, совпадающую

G обычным умножением, когда Х}, Х2 - скалярные функции: если же Х},

Х2 - векторы (даже с бесконеч ным числом компонент), то Х - вектор, ком­

поненты которого равны п роизведению соответствующих компонент векто­

ров Х} и Х2 •

Рассмотрим уравнение

y=x+A(x ,x)_x+Lx, (1)

где Х Е Х - неизвестный, а у Е х - зада н ны й элементы пространства Х.

Теорема. Если существует единствен ное решение уравнения (1), то

х = j' upii (Би) pf (и) р. (du), (2)
х

где

f = fupf (и) (р,1J (и + Lu) - 1) ~t (du);
Х

Вх = - 2 ~ А (х . z) pf (z) Il (dz).

Д о к а з а т е л ь с Т В о . Заменим в уравнении (1) х на Х] и Х2'
Уl = Х1 + А (Х1 . х}), У2 = Х2 + А (Х2 . х2) .

Складывая эти равенства почленно, получаем

Уl + У2 = Х1 + Х2 + А (х ! . Х 1 + Х2 ' Х2),
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или

у! + У2 = Х) + Х2 + А ((х! + Х2) . (Х! + Х2 » - 2А (Х ] . х2) .

Пусть Х = Ry - решение уравнения (1) . Тогда

Ну] + RY2 = Уl + Yz - А ((Х1 + Х2) . (х] + Х2) + 2А (хl . х2).

Если положить В ( 1) вместо х сумму Х] + х2 , то

R (у! + У2) = У! + У2 - А ((х! + Х 2 ) . (Х! + Х2» ) ·

ИЗ последни х двух уравнений следует, что

R (Уl + У2) = RYl + RY2 - 2А (RYl . RY2)
и, следовательно,

~ R (у! + У2) f.l. (dY2) = RYl + ~. RY2~t (dY2) - 2 ~ А (RYl . RY2) f.l. (dY2)' (3)
Х Х х

Преобразуем обе части равенства (3), учитывая сделанные в начале статьи

предположения. Заменим переменную интегрирования и2 в левой части (3),
подвергнув ее сдвигу на элемент -Уl' а затем нелинейному преобразованию:

~ R (Уl + У2 ) f.I. (dY2) = JR (г) р,У' (г) р. (dz) = ~. ир,У ' (и + Lu) pf (и) f.l. (du).
х х Х

Аналогично под воздействием неливейного оператора х + Lx иреобразу­

ется выражение в правой части (3):

RYl + I RY2~1 (dY2) - 2 JА (Ry] . Ry z) f.I. (dY2 ) =
л х

= RYl + ~. upf (и) ~t (du) - 2 JА (RYl . и) pk (и) f.I. (du).
х

Теперь уравнение (3 ) примет вид

~. UfJj'I, (и + Lu) Pf (и) ~t (du) = Х! + Sup f (и) ~l (da) -
х х

- 2 ~ А (х l . и) p~ (и ) ~l (du).
Х

Таким образом, получаем линейное опер агорное уравнение

(i + В) х = t, (4)

где В 11 t определены выше . По предположению решение уравнения (1) су­

ществует и единствен но . Сл едовательно, подставляя в (1) вместо х это реше­

ние, преврашаем (1) в тождество. Тогда все равенства, 8 том числе и (4),
превращаются в тождества и решение уравнения (4) существует. Используя

основной результат стать и [1], получаем формулу (2) . Теорема доказана.

РаССМОТРЮ.1 частные сл уч а и .

1. Х = C,f.I.(du) = \V(du) , А- оператор Фредгольма . Уравнение

( 1) имеет вид

I

y(t) = х и) + ,\' к и, 5) х2 (5) аз .

Если подставить в (2) соответствующие формулы для плотносгей. установ­

ленны х Камероном и М а ртина .\-!, то получим результат статьи [3] .
2. Пусть Х = С2 Х . . . х С2 = С3 с обобщенной мерой Винера

---~---
о

на C~ и

Yk (t , 5) = Xk (t , 5) + ~ ~ к.; (t, 5; ( l , 51) Х7 (t l , 51) dt l d 51 ' (k = "Г/J).
1=1 Q



Если снова воспользоваться формулой (2), подставив вместо pf ( Х), р: (Х)

и p~ (х) их выражен и я (см . [2J), то ПОЛ УЧ ИМ теорему 2.5 и з р аботы [2J .
'\налогичное предста влен ие будет иметь место , если применить др угие

формулы для произволиых Р адона -'- Никодима пр и сдв иге, линейной и

соответствен но нел инейной замен а х . В есьма общие результаты для таких

ПрОИЗ!30ДНЫ Х содержатся в работе [4].
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(1)

Задач у восстансвлення ор иги н ала f (t) по его и зображению Л апл аса F (5)
можно р ассмат р и в ать ка к задачу решен и я интегр ального урав нен и я 1 рода

00

~ е: "] (t) dt = F (s).
о

для получени я р ешени я ур авнени я (1) поступим следующим обр азом

[3J. Предпол агаем, что изв естно пр еобразование Лапл аса F (s) функци и f (()
с некогорой абсциссой абсолютной сходимости У1' Р ассмотрим п реобр азо­

в ание (1) при услови и Re 5 > 'г'с > 1'1' Используя теорему смещения преоб­

р азованив Лапласа, соотношение ( 1) можно за п исать так :

После замены

00

j e - Vo1e-s/ f (f) dt = F ('\'0+ s) .
о

u t In х
переменнои = - -- уравнение

а

(2) примет вид

(2)

(4)

1 s

~ ха с:р ( х) dx = aF (Уа + s), (3)
о

~ -I ( I )
где обозначено ер (х) = x (J f - : х , а > О.

Если си с темы функций ~,, ( x) Е и и 11" (Х ) Е L2 образуют биортонорми-

рованн ую систему на множестве х Е [О , IJ, т. е .

r {О , m =l=n,
J ~" (х) 11т (х) dx = 1 _
о ' т - n ,

тогда для с:р (х) Е L2 справедливы разложени я [IJ

где

00 00

qJ (х) = l: a'l~" (х} , qJ ( х) = ~ Ь"11" (х)"
11= 0 11 =0

1 I

а" = ~ (р (х) 1111 (х) dx ; Ь" = j с:р (х) ~" (х) dx.
о в

(5)

(6)
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