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Соответствующие усилиям No (t) распределения н апряжений Ху в полу

плоскости у < о имеют вид

I 1

Х (х ) = 2М1 Sу2т1 (t) (1- х) dt + 2М2 (' у2т2 (1) (1 - Х) dt
у ,у л [( 1 - х)2 -/- у2 ]2 л J [и - х)2 -/- у2 ]2 ,

-1 -1

. I )В частности, в точке (о , -2 х, = О .

Из-за громоздкости здесь не приводятся решения, минимизирующие
I

нормы j IN (t) Idl и . гпах IN (t) 1.
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НЕСТАЦИОНАРНОЕ ОТРАЖЕНИЕ И ПРЕЛОМЛЕНИЕ ВОЛНЫ

КРУЧЕНИЯ НА ДВУХСЛОЙНОй УПРУГОй СФЕРЕ

Пусть на двухслойную упругую сферу в упругой среде набегает плоская

волна кручения (рис . 1), вызывающая тангенциальные смещения

и~(г, е, 1")= uor sin е! (1 + r cos e), {(1") = О , 1::::;;0. (1)

Здесь и далее ио - постоянная, имеющая размерность смещения; г, в,

<р - сферические координаты с началом отсчета в центре рассеивателя;

f {'t) - закон изменения импульса во времени; ч = ct/a; со , с1 , С2 И Ро'

91' Р2 - объемные скорости волн сдвига и плотность материалов соответст

венно во внешней среде, оболочке и заполн ителе ; t - время ; а, Ь - ради

усы оболочки; е = Ь/а < 1. Все линейные характеристики з адачи отне

сены к внешнему радиусу оболочки а .

дл я оп ределен ия переизлученного сигнала необходимо решить диффе

ренциальные ур авнен ия крутильных колебаний [1]
_ д (гШа). дш, _ ~ д

2
и (р

дг + rJf) - 2 д1: 2 ,
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где

Рис . 1

(2)

(3)

't

j t(.-~)Ue(r, 8, s)d~.
- 00

00

и,«. В, (()) = -~ ~(-i)'(2/+
но [=1

00

J l'
ие(г, 8, s) = 2 л: J ие(г, 8, (())e-iw'td(() ;

- 00

+ 1) а, (со) hP) (еэг) р) (соз В) ; (4)

а, (ю) = +(1 + ; ); F, = ~~ - ~; q = ~:: ;

А 22 А2з О I Ан Ан О

D10 = АЗ2 А зз А 4 з 1; D20 = АЗ2 А зз А 34
А42 А4з А44 А42 А4з Ан

Аи = i/ ((()1)' А1з = п, (ю1) ; А 2 2 = N1 [w1i;((()1) - i/ ((()1)];

А2з = N1 [(()1 n; ((()l) - n/ ((()1)]; А32 = i/ (0)1); А34 = i/(ы2) ;

Азз = п, ((;;1); А42 = 0)1i; (001) - i/ (W1); А4з = o)ln; (W1) -- nl (сй1) ;

Здесь

(()в = - 2~ :, (Г/./ <р) , (()г = 2г s:1l 6 : 6 (иrp sin В)

в каждой области с учетом условий упругого контакта

иО = и l тО = т! (г = 1)qJ <р' rqJ пр ,

и ! = и2 т! =.2 (г = е)
qJ <р' rq> r'f! '

принципа причинности [5] и ограниченности искомых решений. При этом

следует учесть, что полное поле и~ в окружающей объект ср еде имеет

вид и~ = и~ + и~, где и~ - эхо-сигнал. l
С помощью интегрального преобразования ~.

Фурье по т и метода разделения переменных точ

ное решение задачи находим в виде интеграла

свертки

hj1) (w)

у = hf ) (со) ; (j 4= О); ~; = :i ;
о

j = О, 1, 2;

i[ (Х), n/ (Х), l~)i) (х) (j = 1, 2) - сферические ФУНКЦИИ Бесселя; P~ (х)
присоединенные функции Лежаядра первого рода.

Ряд (4), представляющий собой с точностью до e-iUJ't тангенциальное

смещение в стационарной переизлученной волне кручения, разложенное по

нормальным модам, с помощью преобразования Зоммерфел ьда - Ватсона
[6] можно представить в виде контурного интеграла по комплексной пере

менной а = 1. Часть этого интеграла с контуром интегрирования, охва

тывающим полюсы функции F (а) = Fz при 1т а > О, позволяет выде

лить вклады, соответствующие различного типа поверхностным волнам

[8]. Здесь мы вычислим другую часть интеграла с контуром С, вдали от

указанных полюсов, что соответствует рассмотрению волн отражения и
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прохождения [З]. Этот интеграл имеет вид

.по:

De•g = ;~ ~. е- - 2- (2а + 1)аС'. (ш) '~~) (шг) R~ (е) da,
Cs

где

(5)

R~(e) =+[p~(COs8)- ~ Q~(COS8)];

Q~ (х) - присоединенная функция Лежандра второго рода.
Функция F (а), входящая в интеграл (5), имеет такой же вид, что и в

задаче рассеяния акустических волн на двухслойной жидкой сфере [3] .
1

Поэтому пользуясь при Iw I» 1, Iа j » 1, I ш - а I = о (] со 13) асимпто
тическими разложениями Дебая для сферических функци й Бесселя [6}
и асимптотической формулой [2]

I V а i(ye+~ ) ( 1 )
Ra. (8) = 2 ' е е , V = а + -2 •. n S IП

после преобразований интеграл (5) вычисляем по методу перевала [4J.
в результате получаем

Здесь

00

[;e,g= [;000 - ь ~ ~ [;mnkKmnk.
n=О m=n k= O

(6)

Vmnk = GmnkеiUПmnk (n , k = О, 1, 2, ...• т> n) ;

i k+l1m! (п + k- ')! 1
/(ml1k = (т _ п)! п! (п _ 1)1 k! Сооа = 50R12Fooo;

G Т Т R
m- I-R m- n (-т -т )"-Rk к::

mnk = 50 12 21 21 12 12 21 21 ","k ; (7)

п.: = 2г cos х [1 - cos у ( тB~ _~) + k + ~ ~, ] - cos у;
. cos u е cos 11 е cos ." "

1/
- - 0- - 2т

Fm"k = IF mnk 1; T ml1k = r cos х - 2 co s у + -р,- (cos б - е cos 11) +
" 1-'1

+ 2 (kB~ п) е cos s;

. 1/ siп 2у {. [1 + (Fo ) l :тe }
50 = ИО ып У 2г s i п е ехр l sgn тн): J 4 .

При этом ып у = N = : - решения уравнений седловой точки

0"',,11 = (k + n) (я - 2s)- х + 2у + 2т (У] - о), (8)

где

. si п б е siп 11 е s i п ~ .
r эш х =~ = --В1-'- = -В-2- = эгп у,

а emnk = е - полярный угол точки наблюдения во внешней упругой сре

де , в которую поступают рассеянные волны.

Подставив выражение (6) в формулы (3) и (2), найдем тангенциальные

смещени я в переизлученном импульсе :

00 00 00

е \' '\' \'-' 1и = Иооа - ц ц !..J Umnk \m"k.
qJ.g 11=0 m=" k= O (9)

Uml1k=Gmnkf(T-Тmnk) (n, k=O, 1,2, ... ; т>n).

Анализ уравнений седловой точки (8) и формул (6), (7). (9) показывает,
что первый компонент в (9) соответствует импульсу, отраженному от внеш

ней поверхности объекта. Последующие составляющие отвечают импуль-
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сам прохождения. При этом число т - 1 (т = 1, 2, ...) равно количеству

отражений иреломленной волны от внешней поверхности внутри объекта,

число n(n = 1, 2, ...) - числу преломлений в заполнитель, а число

k - 1 (k = 1, 2, ... ) - количеству внутренних отражении волн, проник

ших В заполнитель . На рис. 2 изображен ход лучей отраженных и

преломленных волн (mnk) в начальный период их распространения.

Отсюда, в частности, следует, что волны, отраженные внутрь оболочки и

заполнителя, образуют каустики - сферические поверхности радиусов

'1 = ~1 sin у (в оболочке) и '2 = ~2 sin у (в заполнителе). Из геометрии

Рис. 3

рассеяния и формул (6), (7) следует, что величины 'tmnk определяют без

размерное время распространенияволн кручения при отражении или пре

ломлении их на объекте и поступлении в точку наблюдения. Уравнение

седловой точки (8) и равенства

1: = 'tmnk (n, k = О, 1, 2, ... ; т> n)

при фиксированном моменте времени 1: = то позволяют определить положение

ВОЛНОВОГО фронта каждого импульса в отдельности, т. е. зависимость r
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от е. в частности, при г h> 1 из формул (7) имеем

Tmnk(8)=1:0+2cosy- 2р'т (C050-еС0511)- 2 (kB+n) 8C05~.
<'1 2

При этом уравнение седловой точки принимает вид

8mnk= (k + п) (я - 2~) + 2у - 2т (6 - 1)).

Для определения седловых точек можно использовать графический

способ, предложенный в работе [31. Имея седловые точки, находим функции

Gmtlk и Tmnk, а при заданной модуляции f (1:) импуль са посылки - и форму

переизлученных сигналов .

Численные расчеты выполнены для случая стальной оболочки (Р1 =
= 7,70 г/см", С1 = 3240 м/с), находяшейся в среде из льда (Ро =
= 0,917 г/см", со = 1433 м/с) . Ядро в оболочке абсолютно жесткое (fA2 =
= 00) или абсолютно мягкое (1J-2 = О). На рис. 3 изображены фронты отра

женных (т = О) и преломленных (т = 1, 2, 3) волн кручения. При m > 1
сплошные линии соответствуют знчению t = 0,4, штриховые - 8 = 0,6,
штрихпунктирные - е = 0,8. Точками указаны угол тени ' отраженных

волн (1530), критический угол волн прохождения (450) и углы тени на

за пол нителе оболочки для волн прохождения.
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Распространение электромагнитных волн внеограниченной регулярно

СЛОИСТОЙ среде изучалось несколькими авторами [1] на основании теории

Флоке для уравнений с периодическими коэффициентами, хотя подробный

анализ результатов до сих пор отсутствует. Теоретический интерес пред

ставляет также задача отражения волн от регулярно-слои стого полупро

странства, решение которой упрощает анализ практически важных вопросов

взаимодействия электромагнитных волн с элементами конструкций радио

технического назначения из полимерных композитных материалов [3], их

разогрева электромагнитным полем [2, 5], зондирования таких материалов

электромагнитными методами [4].
Рассмотрим регулярно-слоистый материал, образованный повторением

«порождаюшего» слоя ТОЛЩИНЫ h, состоящего в свою очередь из Q слоев раз

личной толщины hq (h1 + ... + hQ = h) и электромагнитных свойств.

Электромагнитное поле в диэлектрических слоях материала описывается

[1] системой уравнений Максвелла относительно векторов электрической

(магнитной) напряженности Ё (Н) и индукции i5 (73), в которой пренебрегает-
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