
нормального напряжения в оптимальной кон струкции в зависимости от

центр ального угл а (р. В результате оптимизаци и по форме удалось умень

шить массу с 1,48 до 1,35, т . е. н а 8,8 %. В случае управления толщиной

п р и неизменной форме меридиана срединной повер х ности удалось умень

шить м асс у конструкци и до 1,1, т. е. на 25, 7 %. Кол ичество управляющих

перемен ных р ав н ялос ь 5.
Н а рис. 3 показано р аспределение толши н вдол ь меридиан а средин ной

поверхности до (сплошная лини я) и после (штриховая) оптимизации. Рас

пределение мер идион ал ьного н орм ального н а п р яжения при оптимизации

по толщине п ри ведено н а рис . 1 (кривая 3).
Таким образом, за счет у п равлен ия толщиной при оптимизации массы

оболочек вр ащения можн о получ ить более существенный вы игрыш, чем за

счет управления формой меридиан а с редин ной по вер хности .
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З адача синтеза в плоской теории упругости заключается в отыскан ии

такого распределен и я внешних усили й на контуре дС . огр аничивающем

область С , которое реализует заданное поле н ап р я жений в односвяз ной

обл асти D с С (D может совпадать с С) .

Известно [31, что на пряжен ия ХУ ' Уу , ХХ в п рои звольн ой точке (х , У)

односвяз ной обл асти С, огр ан ичен ной простым замкнуты м контуром дС,

выражаются через распределение нормальных N (t) !1 кас ател ьных Т ([)
усил ий н а дС с п омощью линейных интегральных операторов вида

ь

L (x , y) = Srep (x, У, t)N(t)+1P(X, У, t)T(t)Jdt . (1)
а

Здесь ер (х , У, t), ~) (х, У, t), (х, У ) Е С, t Е [а, Ь] - ядр а опер аторов, опре

деляемые пер вой основной плоской з адачей теории у п р у гости . В силу

этого обстоятельства з адач а синтеза сводится к решению интегрального

уравнения относительно N (t) и Т (t ) ил и к решению системы так их ур ав

нений . Задача решения уравнения

ь

J' [ep (x, у , t)N (t ) +1jJ (x , У, t) Т(t) ] dt=Ф (х , у) , (х, Y)E D, (2)
а

где Ф (х , У) , (х, У) Е D - заданное поле напряжен ий, относится к числу

некорректных [4].
Одним из возможных методов ре гул яр иа ации некорректной задачи (2)

я вляется п редл а гаемый в настоящей работе метод оптимальной ап прокси-
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tE L N ,

t Е [а, b]!L N ,

tE L T ,

м а ции в смысле среднек вадр ати ческого функции Ф (х, у) оператором L (х, у) :

I (N (t), Т (t)) = .\' ~' w (х, у) IL (х, у) - ф (х, у) 12dxdy, (3)
D

где w (х, у) > о - весов ая фун кция аппроксимации, а при дополнитель

ных о гран и чен и ях - методом интерполяции оператором (1) з адан ных зна

чени й (i)k , k = l-:-n в задан н ых точках

L (Xk' Yk) = Wk , k = Т:-I~ . (4)

Ин терполяционная з адача (4) подробно исследована в работе (3) . для
решения з адачи минимиз ации функционала (3) воспользуемся идеей вариа

ционного метода Г. М . Голузина из геометричес кой теории функций ком

плексного переменного Ш , Вычислим вариацию 01 = I (N *, Т *) - I (N, Т)

при переходе в функционале от функций N (t) и Т ([) к функциям N* (t)
и Т* (t):

fN (t) + л
N * (t) = 'lN ([),

I Т (t) + 11.

Т* (t) = ~ г,
lT(t), tE[a, b]/L T •

Здесь L N , L T - некоторые подмножества отрезк а [а , Ь] ; [а , b]ILN , [а,

b]/L T - дополнения L N и L T до [а, Ы; Л, ~ - любого зн ака и достаточ 
но малы. Очевидно,

01 = 2л Н w (х, у) { f ер (х, у, т) d't" [; (ер (Х , у, t) N (t) +
D LN а

+'1J(x, у, t)T(t))dt-ф(х, Y)1}dXdY +2~Llfw(x, у)х

х {J
T

'1J (х, у, т) d't" [! (ер (х, у , t) N ([) + 'ф (Х, у, t) Т (t)) dt - Ф (х, у)]} х

Х dxdy + о (Vл2 - ~2). (5)

Следовательно, если N (t) и Т (t) минимизируют функционал (3), то с необ

ходимостью в равенстве (5) коэффициенты при л и ~ обращаются в нуль .

Необходимые условия минимума функционала (3) сводятся, таким образом,

к интегральным ур авнениям относительно N (t) и Т (t):
ь

J' [a,N (t) N (t) + а,т ([) Т (t)] dt = А,
а

где

ь

f [~N (t) N ([) + ~T (t) Т ([)] dt = В,
а

A=lJ W(X, у) [{ер(х, у, t)dtJф(х, y)dxdy;

В = ~ fw (х, у) П '1J (х, у, t) dtJФ (х, у) dxdy;

a,N ([) = ~ fw (Х, у) [! ер (х, у, 't") dTJер (Х, у, t) dxdy;

ат ([) = ~) w ( х, у) [! ер (х, у, Т) dT] '1J (х , у, t) dxdy;
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~Лiи) = l~ w(x, у) [!1)1(Х , У, Т) d. ] ер (х , у , t) dxdy;

~T(t) = ~) w(x, У) [! 1)1( х, У, т) d. ] 1)1 (х , У, t)dxdy .

Поскол ьку функционал (3) я вляется квадрати чным относител ьно

N и) и т и) , то условия (6) я вл я ются не только необходимыми , но и доста

точными для минимума функционал а (3). Решая систему ур авнени й (6),
находим распределение усил ий N и) и т и) , оптимально ап проксимирую

щих заданное поле н ап ряжен и й Ф (х, у) , (х , У) Е D.
Чтобы реш ить поставленную задачу , необходимо учесть еще усло-

ви я (4), т. е . рассмотреть систему инте гральны х уравнен ий

ь

с\ [aN ([) N (1) +- ат и) т (п] dt = А,
а

ь

i [~N ([) N и) +- ~T (t) Т и) ] dt = В,
а

ь

J" [ ер (Xk. н. . ') N и) +- 1)1 (Xk, Yk, ' ) Т (t)J dt = UJk , k = rti.
а

(7)

Решению такого рода систем посвящены работы [2, З]. Среди б есч исле н

н ого множества решений системы (7) имеется еди нствен ное с минималь
ь

ной нормой: i [N2 (1 ) +- тz (t)J dt,
а

n

No ([) = yaaN и) +- У13 ~л: (t ) +- ~ Ykep (Xk, Yk, '),
k= 1 (8)

(10)

"
То ([) = уаат ([) -:- Y 13 ~ T ([) +- L Yk~J (Xk, н.. ')

k= 1

с величинами Уа, У13, Yk, k = (11., удовл етворяющими системе уравнений
ь

,\ [aN (1) н, (1) +- ат ([) ТО (1) ] dt = А,
а

Ь

j [~N (t) н, (1) +- ~ T ([) ТО (1)] dt = В, (9)
а

Ь

i [ер (X k, н.. ') н, (1) +- 1iJ( Xk' н.. () ТО (1)] dt = UJk' k = rti.
а

Вычислен ие опер атор а Lo (х, у), соответствующего расп ределению усилий

No и) и ТО и), оптим ально ап прокс им ирующего Ф (х, у), (х, У) Е D и и нтер 

вол и руюшего в точк ах (Xk' Yk) Е с, k = ~n значен ия UJk, сводится н а
основан ии (1) к квадратурам.

Среди бесчислен ного множества решен и й системы (7) имеется единст

венное с минимальной нормой

шах ( шах IN (1) 1, шах IТ ([) I ).
н. Т [Е[а , Ь ] [ Е[а , Ь]

Это решение только вида

н, (t) = l sgn {OaaN и) +- 013~ .\' (t) +- kf,Ok(P(Xk' н.. п},

{

n 1
То (t) = 1sgn Оаат (1) +- 013~T (t) + k~l Ok11J (Xk' нь. ()f

80



1

Sер (Х,
-1

с величинами l , Оа , 013, 0k' k = 1-;ti, удовлетворяющими системе (9). Соот
ветствующий оператор Lo (х , У) н аходится квадратурами .

Среди бесчисленного множества решений системы (7) имеется единст-

венное с минимальной нормой

ь

Si IN ({) I+ Iт (t) I ! dt,
а

соответствующее случаю сосредоточенных усилий, приложеиных в т точ

ках. Величины этих усилий Аг и f.Lr и координаты точек t, их приложений

вычисляются с помощью системы уравнений

т

2: [AraN (tr) + f.Lraт (tr)] = А,
г=1

т

1: [Ar~N (tr) + f.Lr~T (tr)] = в, (11)
г=1

т

1: [Лгер (Xk' н.. t r ) + ~L,'Ф (Xk, н.. t,)] = (()k, k = T~n.
г=1

- Возможны иные решения системы (7), минимиэирующие другие функ

ционалы и по-иному регуляризирующне рассматриваемую задачу.

В к ачестве примера рассмотрим задачу о нормальных усилиях (каса

тельные тождественно обр ащаются в нуль), приложенных к границе полу

плоскости у < о на отрезке [-1 , 1], N (t) = о при Itl > 1, аппроксими
рующих с весом

w (Х, У) = - 4:у2 [(х + 1)2+ у2] [(х - 1)2+ у2]

во всех точках прямоугольника - 1~ Х ~ О, - 3~ у~ - 1, напряже

ние Ху = 1 и интерполирующих в точке (о, - +) значение Х" = О.

Известно [3], что величина Ху в этом случае определяется оператором

1

Х - 2 5 у2 (t - х) N (t) dt
у - 11 [(t-Х)2+ у2J2 ,

-1
поэтому

4 . ху2

у, t)dt = ---n [(х+ 1)2+ y2][(x_l)2+ y2] t

А = 2,
J +( 2 (1 + t) t 2(

aN(t) = -n- arctg з + (1 + t) 2 - Л arctg з + (2 •

Система интегральных уравнений (7) в рассматриваемом случае при

нимает вид

1

5[ 1+( 2 (1 + () t 2( ]
-л;- arctg 3 + (l + ()2 - Л arctg 3 + ( 2 N (t) dt = 2,

-1
1

5 (N (()
(l + 4t2)2 dt = о.

-1
1

Ее решение с минимальной нормой JN2 (t) dt (с минимальной энергией)
-1

имеет вид

1/4 6 3- 1919

No(t) = М1m1 (t) +М2m2 (t),
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где

t
m1 и) = (l -/- 412)"

1+ 1 2 (1 -/- 1) 1 21
m2 и) = -n;- arctg 3 -/- (l -/- 1)' - л arctg 3 -/- 12 ,

j

2 ~

М 1 = - т Jт1 и) m2 и) dt ,
- 1

I

М 2 = 1 Imт и) dl ,
-1

I I r 1 J2
/). = 1mТ и) dt 1m~ (t) dt -lJm ! (1) m2 ( /) dl > О.

Соответствующие усилиям No (t) распределения н апряжений Ху в полу

плоскости у < о имеют вид

I 1

Х (х ) = 2М1 Sу2т1 (t) (1- х) dt + 2М2 (' у2т2 (1) (1 - Х) dt
у ,у л [( 1 - х)2 -/- у2 ]2 л J [и - х)2 -/- у2 ]2 ,

-1 -1

. I )В частности, в точке (О , -2 х, = О .

Из-за громоздкости здесь не приводятся решения, минимизирующие
I

нормы j IN (t) Idl и . гпах IN (t) 1.
_1 'E [- I . l l
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НЕСТАЦИОНАРНОЕ ОТРАЖЕНИЕ И ПРЕЛОМЛЕНИЕ ВОЛНЫ

КРУЧЕНИЯ НА ДВУХСЛОЙНОй УПРУГОй СФЕРЕ

Пусть на двухслойную упругую сферу в упругой среде набегает плоская

волна кручения (рис . 1), вызывающая тангенциальные смещения

и~(г, е, 1")= uor sin е! (1 + r cos e), {(1") = О , 1::::;;0. (1)

Здесь и далее ио - постоянная, имеющая размерность смещения; г, в,

<р - сферические координаты с началом отсчета в центре рассеивателя;

f {'t) - закон изменения импульса во времени; ч = ct/a; со , с1 , С2 И Ро'

91' Р2 - объемные скорости волн сдвига и плотность материалов соответст

венно во внешней среде, оболочке и заполн ителе ; t - время ; а, Ь - ради

усы оболочки; е = Ь/а < 1. Все линейные характеристики з адачи отне

сены к внешнему радиусу оболочки а .

дл я оп ределен ия переизлученного сигнала необходимо решить диффе

ренциальные ур авнен ия крутильных колебаний [1]
_ д (гШа). дш, _ ~ д

2
и (р

дг + rJf) - 2 д1: 2 ,
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