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к РЕШЕНИЮ опнои ЗАДАЧИ ТЕРМОУПРУГОСТИ

ДЛЯ ТОНКИХ изотвопных ПЛАСТИН СЛОЖНОй ГЕОМЕТРИИ

При решен ии з ада чи будем пользо в ат ь с я г ипотезой l<..ирхгофа - Лява о

недефоринруемости н ор мального эл емента 1< с реди н ной поверхности пл а 

стины . Эффект с вяз а н ности в предл а гаемой ста т ье не учитывается .

Рассмотрим тон кую пл а стии ку толщи ной п , Расположим ее срединную

повер хность в плоскости ХОУ дека ртово й системы координат [41. Пусть на

повер хн остя х г = ± h/2 и н а контуре Г происходит конвективный стацио

нарный теплообмен . Предположи м, что по толщине пластины тем-пература

изменяется по ли нейному за кону

Т(х , у , г) =То(х, у) +Т1(х, у)г. (1)

Стационарное температурное поле (1) должно удовлетворять уравне

нию

(2)

и граничным усл овиям

дТ С(
дn + т;; (Т - 8 L ) /г = О,

дТ С(

дZ + т;; (Т - t\) \z=+h/2 = О,

~~ - ~: (Т - е2) IZ= - /'/2 = О .

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

Здесь а, 8 L , Е\ , 82 - коэффи ци енты те плоотда ч и и тем перату ра среды

на контуре Г, на повер хностя х г = Ы2 , г = - h/2 соответствен но; Лq 
коэффици ент теплоп роводности матер иала .

Ка к известно [1 J, решение у ра внен и я (2) при гр аничных услови ях

(3) - (5), пользуась предста вленнем (1) , можно привести к ДВУМ краевым

задач ам относительн о фун кци й То ( Х , у) и Т1 (х , у) :

д
2
То + д~To _ 5!:.... _1_ (Т _ 8 l -1- e ~ ) = о

дх2 ду2 Лq h , о 2 . '

дТо + 5!:.... (Т - еL) l г = о
дп ')' Q о '

д
2
Т! д

2
Т \ 6 (270. ' h) [Т а (е ! - 82) ]

дх2 - ду2 - Л h2 а --;- а 1 - 2л .л, ah '
о L а I

.!I..L - 5!:.... (Т1 - ЕЭ L) [г = О.
дп ]' q

Считаем, что р а ст яжен и е пл астины не вли яет на ее изгиб. Рассмотрим

пластину, часть конту ра которой Г1 жестко з адел а н а , а другая часть кон

тура Г, шарнирно оперта . Ка к и звестн о [1], при нагреве такой пластины

температурным полем (1) будут возни кать напряжения растяжения и изги-
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(13)

(1О)

(11)

(12)

(15)

ба.' Рассмотрим только напряжения изгиба, которые определяются распре

делением Т1 (х, у). Тогда напряженное состояние изгиба можно выразить

через прогиб W (х, у), являюшийся решением краевой задачи:

D4W D4W дЧ\'! ( д~T, a2T 1 )
дХ"4 + 2 дх2ду2 - ду 4 = - ат (1 + v) . дх2 + ду 2 ,

W Iг=г,uг, = О,

aw I = О
дп '

Г,

д
2
W д

2

\\7 I
дn2 + v дт 2 = О.

Г,

Здесь ат - коэффициент теплового расширения материала; v = 0,3 
коэффициент Пуассона; п, т - естественные координаты на контуре Г.

Структуру решения температурной задачи (8), (9) ищем в виде [2]

т = Фа - со [D1Фо - ~ Фа] - со ~ <94' (14)

Причем функция со (х, у) удовлетворяет условиям

wlr=O, ~~ Ir= -1, ы>О \/х, YEQ,

где Q - область, ограниченная контуром Г; дифференциальный оператор

D1 имеет вид [2]
D _ Dw д Dw д

1 - ~ 7iX + ду дУ'

а функцию Фа можно представить функциональным рядом

00

Фа = ~ cjrp/.
;=1

(16)

(17)

(20)

(19)

Здесь (rpj):':, - некогорая полная система ФУНКЦИЙ в пространстве L2 (Q).
Произвольные постоянные определяются методом Бубнова - Галеркина.

Структуру решения краевой задачи (10) - (13) представим в виде [5]

W = и (фьi ) -w2D\2)фЬi ) ) . (18)

При этом функция и (х, У) точно удовлетворяет граничным условиям О\) 
(13), функция (U t (х, У) обладает свойствами

Сй2 1 г , = О, дд:2 1. = - 1, сй2 > О \/ х, У Е Q,
г,

дифференциальный оператор D\2) имеет вид

D('l) _ дW2 ~ + DW2 .г:
I - дх дх ду ду'

функция фь
i
) имеет структуру

00

Ф( I ) \' (1)
О = LJ С; rpj.

[=I

(21)

Нетрудно видеть, что структура (18) точно удовлетворяет граничным

условиям (l 1) - (13). Произвольные постоянные C~l) находили из условия
минимума полной энергии пластинки, которая имеет вид [4]

J[W] = J'S{ ~ {( ~:~ + ~:~)2 -2(1 -v)[ DaZ; д;; -
Q

(
D2W )'211 )

- дхду Jr- U?QJdxdy ,
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(23)

где О - цилиндрическая жесткость пласти ны [41 ; ({ - интенси вностъ

поперечной иа г р уэки, котор ая вычи сл яется по формуле [11

'. ' (РТ д
2

Т )q (х, у) = - (! Т v) ( дх " + ду2 •

п р н м е р I (тестовый ) . П усть пластинка имеет форму квадрата СО стороно й 2а = 20
и толщиной /1 = 2. Помести м цент р квадрата в начале коорди нат . Тестовая темп ер атур

н э п зада ча сводится к решению дифференциал ьного ура внен ия

д2Т д2Т-- + - - - 4Т = ) - х2 - у2 (24)
дх" ду 2

с краевыми усл оа ия и и

дТ _'_ __1 2
дп + 3 Tlx=±lO- 12 ( Ieo+y ),

дТ I _ 1 • 2
еп +з т 1!I= ±1 0 - ---т2 ( 160 т х),

(25\

(26)

, ')'=0,1.

i
1

= (_IO~; У'1) 2

100 - х2

20

V") {" '.1' f (1 .,)- /1 + 1 - -i t 2 L - У(() 1 '
Здесь

Легко убедиться , ч то фу нкци я (() (х , у) удов

летво ряет условиям ( 11) - ( 13).
Подставляя структур у (18) 8 функцио

нал (22) и м ин имнэ и руя его , п ол уч а ем п р и 

бл иженное решение уп руго й з адач и . Приве

дем ч исл ен ные результаты :

D
111' (О, О) а т (1 + ") = 304.38,

1
Мх (О , О) ----;-:---,---,

ат (1 + '1)

о

-10

о1 1
I
I
1

I
I

8 этом случ ае извест н о точное решен ие Т = 0.25 ();" + у") . Прибл иж енн ое р ешение , полу

Aet.Hoe п р и 14-ft степен и а ппрокснм ируюшего поли нома, отличается от точного в точ ках п о

области Q не бол ее чем на 0,05 %. Затем р е 

ша ем уп ругую задачу ДЛ 5Т пп астин кн . ..лее сто

рон ы которо й жестко эаделаи ы. а две др угие

свобод но оперты . С 3 To(i цел ью конструируем

функцню /1 (х. у) в виде

и (х , у) = i ~ + 12-
I
I
I
I
I

·-'101

I
М ... (О , a) ' d,T(I+V) = - 7,80,

I
( 1+ = 13,30 ,

ат ")
I

Му (О. а) (1 I )
ат ,'V = - 26.00.

Ал ал иэ и ру я полу чен н ые результаты, отмеч а ем. что п р ибл иже н ное решение по про

' Г Il 6 I1 М отл и чается от точного не более ч ем на 0, 15 %, п о моментам : 8 центре - на 0,2 %;
в точк е С координатами (О , а) -,- на 5 %'

П р н м е р 2. Пластин а така я же , ка к н в п р имер е 1, 110 температур ное п ол е о пнсы 

. в а ется дифференциальным у ра ви е н ием (24) с к раевым условием

дТ J
.- ~-ТIГ=З
дп. ' 3 .

Упругая задача такая же, · ЧТО и В примере 1. Результаты:

(27)

1!,74,
I

ат (1 + .....)
1

ат (J + У)

D
W (О, О ) ат (l + ") = 265,42,

I
Мх (О, О) а,т '(1 + у)' = 9, 16, М!/ (О. О) -----;-.,....-;----:-

I
Мх (О, а) ( = - 5,89, Му (О. а) ----;-:----,----,-- = - 19,64,

ат j +у)
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II р и м е р 3. Рассмотрим пластинку, показанную на рщ:у нке, Пусть поверхность
h 8= i T подогревается температурой 81 = з- (1 - х2 - у2), QL 3с 9, 82 = О, ajЛq =

l
= 3 . При решении упругой задачи функция и (х, у) выбиралась в форме (26), причем

_ ( 200 - х2
- у2 )2, ПХ

{! - 200 {2 = cos 20 '

Результаты:

100 - х 2

(i)2 = 20 ,1' = 0,1.

D
W (О, О) = 536,50,

ат (I + v)

Мх (О, О)
I

=7,08, Му (О, О)
1

= 14,77,
ат (1 + v) (J"T(I+v)

Мх (О, R)
1

-5,15; Му(О, R)
1

=-17,17.
ат (1 + v) ат (1 + v)

Следует отметить, что при решении краевых задач термсупругости использовались

языковые fI программные средства [3J.
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(1)

1. Постановка задачи. Рассмотрим изотропное однородное упругое

пространство с симметричной полостью радиуса R, имеющее при t~ О

всюду нулевую температуру. Пусть при t> О на поверхности полости

г = R осуществляется теплообмен по обобщенному закону Ньютона со

средой, температура которой Т2 ({), а Б пространствег> R действуют не

прерывно распределенные тепловые источники плотности [(г, t). Предпо

лагаем. что: а) поверхность полости свободна от радиальных напряжений;

б) функцию [(г, t) можно представить в виде произведения 11 (г) Т1 (()

или суммы таких проиэведений: в) T k ({) (k = 1, 2) - стационарные в ши

роком смысле случайные функции времени [5], а [1 (г) - детерминированная

функция; г) реализации функции Т2 ({) выходят из нуля, т. е. Т2 (О) = О

с вероятностью, равной единице.

Напряженное состояние в таком пространстве описывают функции

т (г,)) и и (г, t), являющиеся решениями задачи [3, 4]

_ (Ь2 д
2Т + ь2 дТ\ + ( д2Т + 2а + 1 дТ) = [(г t)

О al2 1 al' дr2 г дr "

дТ IТ 11=0 = О, ----аг = О, liт ,а+'/·Т = О,
1=0 , ....00
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