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О. В. Побережный

О РЕШЕНИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИй НЕСТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

ДЛЯ ТЕЛ С ТРЕЩИНАМИ

В работах [3, 4} получены интегральные уравнения нестационарных задач

теплопроводности для тел с трещинами, решение которых не всегда удается

получит ь н а в сем диапа зоне времен. В работе предлагается способ построе

ния решений интегральных уравнений на всем диапазоне времен, основан

ный на использовании асимптотических методов и приближенного обраще

ния пр еобр азов ан ия Лапласа.

Рассмотр им интегр альное уравнение вида

/

.\ j q:> (5, 1') К (г, t - 1') dsd't = t (50' t), (1)
5 О

где q:> (5, Т) - искомая функция ; К (г, t - Т) - ядро интегрального

уравнен и я ; t (5o, f) - задан ная функция; 5 - произвольная кривая или

поверхность Ляпунова; 5, 50 - координаты двух точек 5, расстояние

между которыми обозначено через г; t - временная координата. Относи

тельно уравнения (1) предполагаем, что после применения к нему преобр а

зования Лапласа оно приводится к интегральному уравнению, допускаю

щему асимптотические решения [Г]:

(р (s, Р) = (р] (s, Р) при малых Р,

<р (s, Р) = <1)2 (5, Р) при больших Р,

(р вещественные). Черточкой обозначена тр ансформанта Лапласа по вре

мени, р - параметр преобр азования Лапласа.

Применяя к выражениям (2) теоремы операционного исчисления [2, БТ,

н аходим поведение функции при t -+ О и t -+- 00 .
Если поведение искомой функции q:> (5, t) по t в окрестностях нуля и

бесконечности имеет вид

{
А + BtYe-utVlПQ't, t-+O,

q:> (5, t) = С + DtOe-V / lnQ"t, t -+ 00, (3)

то приближенное решение интегрального уравнения (1) можно представить

в виде

{
N 00 }

(р ( П) (s, 1) = IL (1 ) "~O а~IП )РIZ (е-
а

/) +,,11+1 a~)p" (е-а!) , (4)

где А, В, С, D, 'У, о , а ' , q", и, v - произвольные функции s; В, D =1= О;

и, и;> О; a~) - асимптотические коэффициенты [5] разложения ор и ги нала
ер (s, t) в ряд по смещенным многочленам Якоби Рn (х); h (t) - весовая

функция;

~ f<p] (s, ja), а < а',
а(П ) = а J (1.,': _

IZ i=& J lq:>2(S, ja), а>а";

(1.,7 - коэффи циенты разложения Рn (х) В р яд по степеням х'; а> О,

O ~t~oo .

Возможность представления (4), когда q; (s, р) известна на всем интер
вале значений р в полу плоскости анали тично сти Re р > 1'0' доказана в

р аботе [5]. в этом случае имеем

( ,) 1· (/ ) f ~, ( - at) + ~ (а) ( -а/ ) }
(Р s, / = 1 . t -'-' allP" е ~ а" Р" е ,

11=0 ,,=N+ l

(7)
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Покажем, что выбором о- (о- < 0-' ДЛ Я функции ер] (5, .о) и о- > а" для

фун кци и ёp~ (5, р)) можно добиться СКОЛ Ь угодно малой разности между
решени ям и (4) и (6) . Для этого рассмотрим разность

(9)

(8)
N,

ер (5, t) - ер(П) (5, t) = h (t ) 1: (а" - а~П») р" (e-ul) .
n=О

Коэффи циенты р яда (8) имеют вид

" [ {- ( 'о) ]. - ер! 5 , JU, о- < 0-'
а - а(П) = ~ ол« (() (5 J'o-) - _ •

n tl -J I 't" ( ' ) ";= 0 epz 5, JU , п > о- .
Из свойств асимптоти чески х решен и й следует , что всегда можно подоб,

рать такие 0-' для (Pl (5, р) И 0-" для (pz (5, р), чтобы дл я всех j из интервала
О ~ j ~ N выполнялись неравенства

1 q; (5, ju') - CPl (5, jcr') I~ _ 8 _. ,
а ' Се

(10)

(11)

где

(12)

N n

C~ = Ir (() l: ~ 1а') 11р" (e-U'I ) 1,
n=О ;=0

N n

C~ = 11({)}2 2: 1а; 11 р; (гUП1 ) 1.
п=О ;= 0

Величины C~, C~ представляют собой для кон кретно го t конечные числа,
так как суммы (12) конечные и все величины в них ограничены. В ряде

случаев можн о найти единое Се для всего интервала времени . Подставляя

неравенство (10) или (11) в соотношение (8), находим

1 ер (5, t) - ер(П) (s, t) I~ е. (13)

(] 4)

Очевидно, что предложенный способ построения приближенного реше

ния интегрального уравнения может быть применен для нахождения реше

ния систем интегральных уравнени й при условии существования асимпто

тических решений .

Отметим, что для решения, представленного формулой (6), в работе [5]
были выведены условия сходимости и оценки погрешности . Очевидно, что

решен ие ер(П) (s, t) с учетом формул (1 3) будет обладать теми же свойст
вами .

При м е р . Р ассмотрим задачу об определении нестационарного тем

пер атурного пол я в пластин ке с теплоизолированной пр ямолинейной тре

щиной. Интегральное уравнен ие р а ссматриваемой задачи имеет вид [3]
1 I

8~C 55't'~'T;l ехр [- 4~X(~~~~ ] (х - s) d-rds -
-1 0

1 I

- 4~C S.J~ ~ ~~~ [4~~(~~~~ - ]1ехр [- 4~~ t--=-~~~ ] d-rdS = - q,
-! О

(15)q

где С - температуроп роводность пластин ки; 21 - дл и на трещи ны ; q =
= const ; 'Ф (s. t) - искома я фун кция; t - время.

Применяя к у равнению (14) интегральное преобр азование Лапл аса,

после некоторых выкладок п олучаем

I+51Р' (s, pJ к «(1)) а; = --'--,--
- 1 Р. у'Р.
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. Здесь

Ко (оэ}, К1 (со) - функции Макдональда.

Методы нахождения асимптотических решений уравнения вида (1 5)
хорошо разработаны в работе [1]. Применяя эти методы, находим асимпто

тические решения уравнения (15) соответственно при малы х и больших

- п а р аметрах Р*:

2 1

1])1 (х, Р*) = -q- ~ d2k+1 (1 - х2 ) k+T , Р* --+ О,
Р * k=O

1])2 (х, pJ = 2; {er f V 1!р ; (1 + х) + er f VVр ; (1 - х) -
p., l Р " ,

(16)

0,5

<->:':':;/ .

где

d1 = 2 [1 + (О ,25 InVР* 

- 0,3272) р* + (0,0625 In2 V р* -

- О, 12531n Vр* - 0,0253) Р;],

dз = - 2 [ О , 0 8 33р* +
+ (0,0313Iп VР* - О, 1228) p:J,

о 5 t~

х

dБ = 0,0062р :, er f х = -,;2- Je-x'dx.
л О

Из соотношений (16) легко уста

новить поведение функции 'Ф (х, ' *)
в рассматриваемом случае имеем

{

(2 , / <) 12 (I+х)'

( ) - 2 ,' /, , -1 /1, 4 yw • --4-'-
'Ф2 х , {-., - q • + 1/2 л е - ---;:t (1 + х):! е .-

- - { 2 (l-х)' }4V 2 • --4-1- I О- -------n (l _ х) 3 е -. т ..., {* --+ ,
(17)

. ( t ) - 2 {(1 2) 1/, О 125 (1 2)!/2 I ] ( 1 2)!f э 1n { *1Рl х, * - q - х -, - х t:; - 32 - х т -
-[О,04943(I- х2)'/ 2 +0,0 1565 ( I -x2)'/ 2]~ + ...}, ' *--+ 00 .

':
Испол ьзуя выражения (17) и рез ул ьтаты р аботы [5], н аходим асимпто

тические коэффи циенты a~a) р азложени я (4). Коэффициенты а~П) опреде
лялись второй из формул (5). дл я выбор а числа N и спользовали условия

совпадения с задан ной точностью асимптотически х коэффициентов a~) и

коэффициентов а~П) при больших и; правильность выбора последнего

проверялась из условия совпадения зн ачен и й ср(П) (х, ') , подсчитанных по

формуле (4) со значениями 'Ф2 (х, t*) при t* --+ О и 'Ф1 (х, ' *) при t* --+ 00
с заданной точностью.

На рисунке приведены завиги мости 'Р1 (О , ' *) (штриховая л и ни я ) ,

'Ф2 (О , ' *) (штр ихпунктир на я) 11 'Ф(П ) (О , 1*) (сплошна я) от безразмерного
времени . Как видно из рисунка, в интервале О ::::;; t * ::::;; 0,3 функция

'Ф(П) (О, ' *) практически совпадает с фун к цией 11)2 (О , t*); п р и t* = 7 раз-
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ность между 'Ф(П) (О , tJ и 'Ф! (О , Ц составляет около 1 % и с течением

времени уменьшается.

Предл а гаемый способ построения решения интегральных ур авнений

может быть испол ьзован также для восстановлени я ориги нал а при преобр а

зовании Лапласа по известному его изображению только пр и малых и боль

ших вещественных значениях пар е" етэа преобр азовани я .
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ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ПОЛЯ ОБОЛОЧЕК С ПОКРЫП1ЯМИ И ЗАПОЛНИТЕЛЕМ

в данной статье выведены уравнени я нестационарной теплопроводности

тон ки х оболочек с покрытием и запол нителем . определено темпер атур ное

поле цилиндрической оболочки с покрытием пр и индукци онном нагреве

по кольцевой зоне , исследовано вли яни е теплофизически х параметров

покрыти я и заполнител я . а также ши р и ны зоны нагрева на р аспределение

температуры в оболочке ,

Уравнения теплопроводности оболочек с покрытием и с заполните

лем. Рассмотрим оболочку с поирыгнем и запол нителем . Оболочку и покры

тие отнесем к тр иортогональным си стемам координатных линий и, ~, у,

я вл яющихся соответственно линиями гл авных кривизн и х срединных по

вер х ностей и внешними нормал ями к н и м. Индекс «1» относит соответствую

щие величины к покрытию , а «2» - к оболочке . Пусть ( - соответствую

ща я температура ; A l , В, - коэффициенты Ламе срединной поверхности ;

k]i, kZi - кри визны координатных ли ний; 2hi - толщина; Л,~Ct) , л~~\

л)v) н С• - коэффициенты теплопроводности и теплоемкость материалов;
qi - плотность источников тепла; 't - время .

В качестве исходных для опи сани я пр оцесса теплопроводности в объ

емах , занимаемых материалами оболочки -и покрытия, пр имем уравнение

трехмерной задачи теплопроводности [4]

дЧI л, 2k ati + pZt · + _1_ q. - о (2k i = k1i + k2.) , (1)
ду; I ! aYi .i ! Л,)V ) ! -

р2 • = './V) { Ai
1Bi [ д~ (л}fJ.) ~: д~) + :~ (л;l\) ~: :~)J- с • : . } .

Считаем , что между оболочкой и покрытием осуществл яется идеальный

тепловой контакт , <1 теплообме н с окружающей средой пр оисх одит по зако-
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