
В этих обозн ачениях, ка к видно из равенства (6), все выражени я (п р (х) ­
многочлены. Очевидной проверкой убеждаемся в справедливости следу­

ющего равенства :

1\

д (х) Еn- 1 011 11 д (х) Еn- 1 011_ Ъ (х) 1 11 SU V 11 = 11(и и (хН _ с (х) l'

где матрицы 11 Suv 11, 1I Ги» (х) I1 обратимые. Пер ейдя в последнем р авенст­

ве к взаимным матрицам, получаем , что матрицы F (х) и G (х), следова­

тельно , матрицы А (х) и В (х) пол ускалярно эквивалентные .

Из теоремы 1 и предложения 2 вытекает следующая теорема.

Теорема 2. Для полускаля р ной эквивалентности матриц А (х) и В (х)

необходимо и достаточно выполнен ие условий 1) и 2) предложени я 2 дл я

матр иц M F и Ма.

Н а основани и р аботы (1] справедлива та ка я теорема .

Теорема 3. Если матрицы А (х) и В (х) унитальны, то дл я и х подоби я

необходимо и достаточно выполнение условия теоремы 1.
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БЕСКОНЕЧНАЯ АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ СИСТЕМА

С БЛОЧНО-ТЕПЛИЦЕВОЙ МАТРИЦЕЙ

И ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫМИ МНОЖИТЕЛЯМИ

В задачах теории дифракции играют роль бесконечные алгебраические

системы типа свертки с переменными коэффициентами . Рассмотрим одну из

ни х (всюду суммирование от ---:00 до +00)
~ 11 Rn '\' 12 1t' a n-kVk - "; a n-kU k = g'I' (l )

~., 21 n "., 22 2 1
2...J a n-kUk - ( L..- an-kV k = gl1, п = о, + "
k k

При традиционных предположениях (g~ ) Е 12' (a~) Е 11' i, j = 1, 2 составля­

ющие ( иn ) И (vn ! решения ищутся в 12' Примем также, что R и ( дей­

ствительные и 1 > R >= ( > о . Пусть решен ие си стемы (1) существует .

е целью приведения ее к задаче теории аналитических функций сделаем

замену

Пространство последов ательностей иn~ таких, что иn) Е 1; и {pnfn) Е 12'
обозна чим через ( р , 1! (сравн и с работой [1]). Легко видеть, что {'Фn) Е

E{R, 1) и ((J)n} E{ r, 1}. Введем еще пространство {{ р , 1)) функций F(z),
аналити ческих в кольце р < Iг I< 1 и для которых существует постоян­

ная с> О такая, что для любых аЕ [р, 1] выполняе тся неравенство

n

i IF (Jei<P) /2d(J) < с .
-л

Опера тор L, определенный равенством L(J)n = L (J)nt" = Ф и), I t 1 = 1, как
11

известно, устанавливает изоморфизм между простр анствами { р , 1} и
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{{р, 1)). Изображения обозначим через Ф (1), о (1) и т. д. Дополнит ельно

предпол ожив, что А i ; (t) =1= О, i , j = 1, 2, применим к системе (1) опер атор

L . Тогда она примет вид

Ф (t) - А (t) 'Р' (tR) = 0(1), It I = 1, (2)

Ф (r't) - н:' (т) 'Р' (.) = - н (т), Iт I = 1.

Здесь А (1) = А22 (t) Ail 1 (t), В ('t) = А12 (1:) A2i[(т) - отличные от нуля из­
вестные функции из пространства W; известны также функции О (t) =
= А22 (t) A"ll ' (t) 01 (t) , Н (t ) = 0 2 (t), при надлежащие L2 ( It I = 1); искомые
функции Ф(t)Е { {г, 1}}, ЧJ'(t)Е { {R, I}}; W-винеровское пространство

функций А (t), коэффициенты Лора на ( аn ) которых удовлетворяют усло­

вию { аn} Е [1'
Систему (2) будем рассматри вать как зада чу Р имана со сдви гом для

областей

о: = { г I r < Iг I< 1), о: = (г IR < Iг I< 1).
Системы (2) и (1) эквивалентны, и х решения связаны равенствами

и., = L-1 (ЧJ' (t) Ai21 (1)), иn = L- 1 (Ф (t) AZ;' (t)), n = О , + 1,

1. Решение задачи о скачке. Определить фун кции Х (t) Е {{г, 1) ))
и У (t) Е {{R, I )} по кр аевом у условию

Х (t) - 'сУ (RI) = S (1), Х (гт) - У (Т) = - М (т), III = 1, l't I = 1, (3)

где л - з аданное комплексное чи сло; S (t), М (t) - известные фун кции

из пр остр анства L2 ( It I = 1). Применив к выр ажен и ям (3) оператор L-1,

получим

(5)

име-

(4)

У (1) = _1. S Q (.!.-) м (1") d't 1 -,-о S Q (~) s (1") ах: III = 1.
2n! л. 1" 1" Т 2т А \ т т '

Itl=1 Itl=j

Здесь Qл (г) = ".., z" - есть аналитическая в кольце D = { г I Rr <
~ 1...,... л (Rr)n

< Iг 1< I! функция , предельное значе ние которой есть обобщенная функ­

ция. Интегралы в выражениях (4) понимаются как

Iim S Qл (~) s (1") d't = S Q" (_t ) s (1") d't.
DЭz-+/ Itl=[ 1" 1" 1"t1 =1 .. 1"

б. Если существует единствен ное целое v такое , что л = (RгГ
V

, то
необходимое и достаточное условие разрешимости задачи (3) есть

~ {М (т) + rVS ('t)} ~:, = О.
It \= 1 '

При условии (5) решение задач и (3) существует и зависит от одной произ­

вольной комплексной постоянной :

г Если для любого целого n л =1= (RгГn

, решение задачи (3)
ет вид

Х (1) = _ 1_. (' Q ( _'- )~ d't + _ 1.._. S Q (!l!-) м (1") . d't
2т J л. 1" 1" 2ш л. .. 1" '

Itl =1 . Itl=1

х (1) = clv + -1-. S Q (.!.-) s (1"L d't + _1.._. S Q (~) м (,) d't
2т л " 2ю л 1" 1" '

Itl=! ' Itl= ! (6)
У (t) = _С_ IV +_1_. S Q (.!.-) м (, ) d't + _1_. r Q (!!..-) s (1") d't

'),дv 2т л 1"" 2ш .] л 1: 1: '

1"t1=1 Itl= 1

где Qл (г) = ~
n 1 - л (Rr)n

I II = 1,

штрих обозкачает. что при п = v нет члена.
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Отметим, что задачу (3) можно решать в пространстве W и формулы

(4), (6) остаются при этом в силе.

2. Факторизация при нулевом индексе. Напомним, что А (1) -=1= О,

В ('t) =t= о, А и) Е W, В Се) Е W. Пусть iпd А (t) = 2~ [arg А (t)lltl=1 = О,
ind В (Т) = о, !Т I = 1. Факторизацию строим в виде

А (1) = лоХ и) у-I (RI), н:' (Т) = Х (гс) у-I (1:), 1t j = 1, 11:1 = 1.

Здесь Х (г), У (г) - не имеющие нулей искомые аналитические внутри

и непрерывные в замкнутых областях соответственно о: и П" функции,
предельные значения которых принадлежат W и также "е обращаются в

нуль ; л'о - искомое комплексное число .

Перейдем к логарифмам

[п Х (t) - In У (т) = In А, (1) , In Х (гт) - 1п У (1:) = - 1п В (т),
{'о

I t 1 = I 1: 1 = 1. (7)

Известно [2], что при сделанных выше предположениях Ln А (/) Е W,
1п В (.) Е W. Следовательно, уравнения (7) есть задача о скачке в прост­

ранстве W. Искомые функции Х (t), У (1) определяются по формуле (6).
а искомое число л'о - из условия разрешимости задачи (7).

3. Факторизация при любом индексе. Пусть ind А (/) = %1, ind В (Т) =
=%2, %=%1+%2, 1/1= 1,1.1= 1. Числа zoED+, z1E(z,O<!z!<R ).

(t - 2 )х . (гт _ 2 )%
Тогда ind о % = %1' шd ох = %2' Функции Ао (/) = А (/) Х

(Rt - 21) " (т - 2\) а

(t - 20Г% в-1 (т) в-1 ( ) (гт - 20)-% 2
Х , о 1: =. удовлетворяют условиям п . .

(Ю - 2\) х, (т - 21)-%'

Следовательно, справедлива факторизация

х (t) -1
У(Ю)' в (1:) =

(гт - 20 ) Х

(т -2\('

х (гт)

У'(-С) . (8)

4. Решение задачи (2). С ПОМОЩЬЮ rjJa.кторизации (8) ПрИВОДИМ крае­

вое условие (2) к виду (3). Рассмотрим отдельные случаи.

1. %;;;;:: О . Если для любого целого n 1.,0 =t= (RгГn, то существует без­

условное решение задачи (2), зависящее от % произвольных комплексных

постоянных и определяемое формулой (4), Однородная задача имеет % ли-

нейно независимых решений . Если существует '\1 такое, что л'о = (Rr)-V,
то для разрешимости задачи (2) необходимо и достаточно выполнение ус­

ловия

+" G (т) } dT
r (1:_ 20)Х Х (1:) т,,+1 =

...L ч Рх-1 (т) }~
I r +1 •

(Т-20)'% т" ,
(9)

Равенство (9) определяет один из коэффициентов многочлена Рх- ! ([).

Следовательно, если выполняется условие (9), то задача (2) имеет решение,

зависящее от % произвольных комплексных постоянных и определяемое

формулой (6), причем однородная задача имеет % линейно независимых

решений.

2. х < О. в первом подслучае. когда ло =t= (Rгг
n

для любого целого

п, задача (2) имеет единственное решение, определяемое формулой (4),
если выполняются Iх Iнеобходимых и достаточных условий аналитичноств
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функции Ф (z) в точке г = zo:

S Q~! ( ~ ) G (Т) ~; I +
, (Т - 20)>< Х (Т ) Т-'-

\TI=I

+ х, SQ~~ ( Rzo ) Н (T~ RR ~:I = О, k = О , ... , i эс 1- 1.
т (гт - го) Х (гт) t

11:1=1

Второй подслучай . существует целое v та кое, что ""о = (Rгг
v

. Для разре­
шимости задачи (2) необходимо и достаточно выполнение условия

r { н (Т) + г" G (Т) }~ = о
J (гт - 20)>< Х (гт) ("! - го) >< Х (т) t v+J

i1: I= 1

G (т)

(, - 20)'" Х (т)

и 1%1 усло ви й аналитично сти

с ( _.d
R

_ t
V) + _1_. S Q~! (_20_) ----'-,--'--- k

d+' l +
'1/ R . {= 2 , 2ш, т

11:1 = 1

+ - 21.0.- (" Q~~ ( R20 ) Н (Т) R
k

dk+' 1 = О, k = О, . . . , 1% 1- 1.
m j . .. т (ГТ - 20)'" Х (п) .Т

'1:1= '

Если эти условия выполняются, задача (2) имеет единственное решение,

опр слел яемое формулой (6).
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТРЕХМЕРНЫХ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

ДЛЯ ПОJ1УПРОСТРАНСТВА С ПЛОСКИМИ ТРЕЩИНАМИ

Xln

Пусть полупространство, ослабленное N плоскими произвольно размещен­

ными трещинами, находится под действием температуры и тепловых потоков,

заданных на его границе и поверхностях трещин. Определим стационарное

температурное поле в рассматриваемом полупространстве с трещинами .

ty Обозначим через Т (Yl , Yz, Уз) функцию,

a~- описывающую распределение темпер ату­
ры, где Yl, У2, УЗ - декартовые коор­

динаты произвольной точки в системе

координат 0*УIУ2Уз , выбранной так,

что плоскость yjO*У2 совпадает с гра­

ницей полупространства , которому соот­

ветствуют з начен и я Уз ~ О. Выберем

также дополнительно локальные декарго­

вые системы координат ОП Xl nX2nX:on С на­

чалом ОП в занятой трещиной области

Sn так, что плоскость X lnOnX2n совпадает

с областью трещины Sm причем противо-

положные поверхности трещин s;; со­
ответств уют значен и я м Хзn = +0.

Расположение трещин в полупространстве определяется з аданием ве,

личин dn и направляющих косинусов ejn (j = 1, 2, 3) вектор а, соелин я
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