
согласно неравенству (12) , то область зн ачен ий дроби (1) принадлежит

кругу

N

Iz - ЬО I~ L Iak, 1,
k, = !

что И требовалось доказать.

Интересна взаимосвязь полученных признаков сходимости. Согласно

исследованиям р аботы [1], ВLЩ (1) можно формально представить как

решени е Х1 бесконечной системы линейных алгебраиче ских уравнени й

с правой частью

т
(ЬО , а1 , а2 , •• • , a N, О , О, . . . , о ...)

и матрицей А вида

Ь 1 О О ан a lN О О

О Ь2 О О О а2 1 a2N
/

О О bN О О О О

- 1 О О bll О О О

- 1 О О О b1N О О

О -1 О О О Ь2 1 О

О -1 " . о О О О b2N

. .
Тогда условие сходимости (4) для матрицы бесконечной системы дает диа

гональное преобладание по столбцам, а условие (10) - по строкам.
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ПОЛУСКАЛЯРНАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ МАТРИЦ

С ПОПАРНО РАЗЛИЧНЫМИ КОРНЯМИ ИХ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО МНОГОЧЛЕНА

Пусть А (х) - регуля рная п Х л-матрица степени т с элементами из

кол ьца (с [х]. Предположим, что хар актер истический многочлен tJ. (х) =
= det А (х) не имеет к р атных корней . В настоящей р аботе найдена полная

система инвар иантов матрицы А (х) относител ьно полускалярно эквива

лентных преобразовани й [1].
Предложение 1. Существуют такие корни ао, а1 , . .. , аn_1 хара к

теристического многочлена tJ. (х) , что матриц а А (х) полускал ярно экви

валентна [1] матрице вида

3 3- 19 19

11

Еn- l
QA (х) R (х) = Ь (х)

33

tJ. ~x) 11 = F (х) , (1)



(2)~ ~x) 11·

где Еn- I - единичная матрица порядка п - 1; Ь (х) = 11Ь1 (х), .. . ,Ьn-1 (х) 11;

Ьр (<Хо ) = О, Ьр (<Xq) = Opq, р, q = 1, ... , п - 1; ОМ - символ Кронекера.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1 [1], матрица А (х) полу

скалярно эквивалентна матрице вида

11

е.:
QIA (х) R1 (х) = а (х)

Здесь deg а (х) < deg ~ (х) = mn.
Проиэвольно фиксируем корен ь <ХО характеристического многочлена

~ (х) . Прибавлением первых n - 1 строк матрицы (2), умноженных на неко

торые константы, к последней ее строке можно получить матрицу вида (2),
последняя строка которой обращается в нулевую при подзгановке х = ао.
Пусть таким образом получена матрица

11

Е"_l О 11

Ао (х) = (10 (х) ~ (х) I'
где ао (х) = 11 а10 (х), .. ., an-l.О (x)l l; 0.0 (<Хо) = О. Поскольку степень эле
мента а10 (х) удовлетворяет условию т ~ deg a10 (х) < тп [2J, то сущест

вует такой корень С{1 характеристического многочлена ~ (х), что а10 (а1) =F
=F О. Без ограничения общности можно считать а1 0 (сх1) = 1. Прибавляем
некоторые кратные первого столбца матрицы А о (х) ко всем последующим

ее столбцам (кроме последнего) и, совершив соответствующие операции с

первыми п - 1 ее строками, получим матрицу

11

Еn-l
А 1 (х) = (11 (х)

Здесь

(11 (х) = 11 ан (х), ... , Qn-l.l (х) 11; а1 (сх о) = О;

ан (сх1 ) = 1; а2 1 (сх1 ) = . .. = an-l.! (<Х1 ) = О.

Ввиду того, что т ~ deg a21 (х) < тп [2], существует корень СХ2 характе

ристического многочлена ~ (х) такой, что а2 1 (а2) =1= О. Не умаляя общнос

Т ;1, считаем aZ1 (сх2) = 1. Прибавляем теперь некоторые кратные второго

столбца матрицы А 1 (х) ко всем остальным ее столбцам (кроме последнего),

совершаем соответствующие операци и над ее п - 1 первыми строками,

чтобы не нарушить вид (2), и получаем матрицу

11

Еn-!
А 2 (х) = (12 (х)

где а2 (х) = 11 а12 (х), ... , an- I .2 (х) 11; а2 (сх о ) = О; а1 2 (сх 1 ) = 1, а22 (а 1 ) = ...

= аn-2. 2 (сх1 ) = О, а2 2 (cxz) = 1, ан (<Xz) = аЗ2 (<Х2) = ... = an- l ,2 (<xJ = О.

Продолжая этот процесс и далее, не более как через n - 1 таких шагов

получаем матрицу (1). А так как все совершенные над матрицей вида (2)
опер ации являются скалярно эквивалентными преобразованиями, то пред

ложение доказано .

Определение 1. Будем говорить, что матрица (1) ориентированная по

корням схо , <х1 , .. . , <хn- l характеристического многочлена Л (х).

Определение 2. Числовые матрицы 11 ац i:kl, 11 bi j Ilkl будем назы
вать диагонально эквивалентными, если существуют неособенные числовые

матрицы diag (~1' ... , ~l) И diag (''11' "'Yk) такие, что

Ilaijllkldiag(~1" '" ~l) = diag(Y1"' " Yk) llbiillkl . (3)
Предложение 2. Для диагональной эквивалентности матриц 11 а., Ilkl и

I1 bij Ijkl необходимо и достаточно выполн ен ие следующих условий : 1) если

а., = = О , то bi j = О, И наобэр эт ( i = 1, ... , k; j = 1, ,l); 2) для произ-

вольных иенулевых элементов ai,i" .. . , ait;t; ai,h" , aitl!t и bl,i" ... , biti l;
bi,h" '" , bitht матриц 11 aij Ilkt и 11bij Ilkt таки х , что (h1 • . • • • ht) --произволь-
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ная перестан овна индексов j1' ... , jt (1 :;:;;; i1< . . . < i t :;:;;; k, 1 :;:;;; j1< . "
... < jt :;:;;; [), справедливо соотношен ие

о

a/,i, a/ti t

a / ,h, a ' tht

b/ ,i , b/,i t

Ь'I/" b'tht

Доказ атель ство . Необ ходи м ость . Условия 1) и 2)
следуют сразу из равенства (3), так как все ~1' .. . , ~l; 1\ ' ... , 'Yk не равны
нулю.

Д о с т а т о ч н о с т ь . Р а ссмотрим матричное уравнен ие вида

I1а. , Ilk l diag (х1 , , Xl) = diag (У1' . . . , Yk) 11 b/i I/k/

(diag (х1 , .. ., Х/) di ag (У 1 ' , Yk) - неизвестные матрицы) . Последнее р ав -

носильно, очев идно , та кому уравнению:

ан О ... о - Ь1l

Х/ (4)
I о

У1 = I о
оо a k2 ..• о

о о '" al/ - bl/ о

о о ... a k/ О

Покажем, что при выпол нении услови й 1) и 2) существует решение урав

нения (4), каждая компонента которого отлична от нуля. Действительно,

если число иенулевых строк матрицы этого ур авнения меньше числа неиз

вестных, КОl0рые «падают» при умножении на иенулевые столбцы, то все

очев идно в силу услови я 1). Если это не так , т . е . чи сло иенулевы х строк

не меньше числа неизвестных, «п адающих» при умножении на иенулевые

столбцы, то легко убедиться, что пр и выпол нении условий 1) и 2) каждая

подматрица из d строк матрицы уравнен ия (4), содержащая ровно d не

нулевых столбцов , и меет р а нг d - 1 (4:;:;;; d :;:;;; k + [). Это ввиду строения

уравнения (4) значит, что существует его решение, кажда я компонента ко

тор ого отлична от нуля . Этим все док азано .

Пусть матрица А (Х) полускалярис экви валентными преобр азованиями

приведена к матри це F (Х) вида (1), а матри ца В (Х) - к матрице

11

Еп- 1 О ~
о (х) = ё (х) fl .(x) 11 '

ориентированной по тем же корням ((о, ((1 , . . . , о"'п_1 многочлена fl (х),

что и матрица F ( х). Рассмотрим матрицы-ст роки: IIb ( х), ЬП (х) 11, 11 (; (х), сп (x)ll,
где ь (х) взято из матрицы F (х) и ЬП (х) = Ь1 (х) + ... + Ь"_I (х) - 1;
с(х) = 11 С1 (х), ... , Сп- I (х) 11 взято из матрицы G ( х) и сп (х) = С1 (х) + ...
.,. + Сn_! (х) - 1. Пусть MF = M11b{x), bn(X):1[0",0' ((1,"', о"'mп-!], MG =

= M 1.C(X).CIl(X):1 [ ((о , ((1 ' . . . , ((mn- I] - зн ачен ия матриц 11 Б (х), ьП (X)II,

Ilc (х), СП (х) 11 на системе кор ней многочлена fl (х) [2] .
Теорема 1. Для полускалярн ой эквивалентности матриц А (х) и В (х)

необходимо и достаточно , чтобы матрицы M F и МО были ди а гонально

эквивалентным и,
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д о к а з а т е л ь с Т В о. Н е о б х о д и м о с т ь . Из полускалярной

эквивалентности матриц А (х) и В (х) следует полускалярная эквивалент

ность матриц F (х) и G (х). Поэтому для взаимных матриц Р* (х) и G* (х)

справедливо равенство

F* (х) 115ии 11 = 11гИи (х) 11 о, (х), (5)
где 115ии 11, 11гии (х) 11- обратимые матрицы порядка п соответственно над 1:[;
и (с [х). Из равенства (5) легко видеть, что t1 (х) Iгln (х), ... , 'n-I." (х)

И В силу неособенности матрицы 11гии (х) ~ имеем (t1 (х), г"n (х» = 1. Учи

тывая это, переходимв равенстве (5) .к значениям матриц на системе

корней ио' и1, .. . , иl/!n-l многочлена t1 (х) и после отбрасывания нулевых

строк получаем

о

-1

о

о

о - 1 11 Suv 11 =
- Ь 1 (и,,) " ,. - Ь"_1(и,,)

I~ ;1 '(~ml',-'l) ' . '. ~ ~. b;1~1 (U;nl1'-I) 1

О О

-1 О

о -1 (6)

_ 1 IISuvl1
1 О

или

где

м F li 5~" 1: = diag (г "11 (ио),

о -1

... ,

о

· 1

(6')

о -1 5;1 о 5'"n - 5;1

. 1 -1 .5;,-I,n-l s' -5'
11п п- l , n- l

I О 5'""

Пусть выполняются условия теоремы, т. е.

котором матрицы 11 5~и 11 и diag (гnn (ио) , ...
диагональные. Перейдем от равенства (6')

о

11 5~и 11.. ]

о

1I 5ии i l =

Легко убедиться, что матрица 11 5~и 11 в соотношении (6') неособенная диа
гон альная .

Д о с т а т о ч н о с т ь.

справедливо равенство (6'), в

... , Гп« (Umn-I» неособенные

к равенству (6), где

1 О

Введем обозначения :

Грр (х) = Spp + Sp"Cp(х), f pq(х) = 5p"Cq(х), Гр" (х) = sp"t1 (х),

'1-1

г "" (х) = S,," - 2: 5p11bp (х), Гпо (х) = (Гм (х) ер (х) - 5ррЬр (х) t1-
1
(х),

р= 1

р, q= 1, ••• J n-l.
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В этих обозн ачениях, ка к видно из равенства (6), все выражени я (п р (х) 
многочлены. Очевидной проверкой убеждаемся в справедливости следу

ющего равенства :

1\

д (х) Еn- 1 011 11 д (х) Еn- 1 011_ Ъ (х) 1 11 SU V 11 = 11(и и (хН _ с (х) l'

где матрицы 11 Suv 11, 1I Ги» (х) I1 обратимые. Пер ейдя в последнем р авенст

ве к взаимным матрицам, получаем , что матрицы F (х) и G (х), следова

тельно , матрицы А (х) и В (х) пол ускалярно эквивалентные .

Из теоремы 1 и предложения 2 вытекает следующая теорема.

Теорема 2. Для полускаля р ной эквивалентности матриц А (х) и В (х)

необходимо и достаточно выполнен ие условий 1) и 2) предложени я 2 дл я

матр иц M F и Ма.

Н а основани и р аботы (1] справедлива та ка я теорема .

Теорема 3. Если матрицы А (х) и В (х) унитальны, то дл я и х подоби я

необходимо и достаточно выполнение условия теоремы 1.
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БЕСКОНЕЧНАЯ АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ СИСТЕМА

С БЛОЧНО-ТЕПЛИЦЕВОЙ МАТРИЦЕЙ

И ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫМИ МНОЖИТЕЛЯМИ

В задачах теории дифракции играют роль бесконечные алгебраические

системы типа свертки с переменными коэффициентами . Рассмотрим одну из

ни х (всюду суммирование от ---:00 до +00)
~ 11 Rn '\' 12 1t' a n-kVk - "; a n-kU k = g'I' (l )

~., 21 n "., 22 2 1
2...J a n-kUk - ( L..- an-kV k = gl1, п = о, + "
k k

При традиционных предположениях (g~ ) Е '2' (a~) Е 11' i, j = 1, 2 составля

ющие ( иn ) И (vn ! решения ищутся в 12' Примем также, что R и ( дей

ствительные и 1 > R >= ( > о . Пусть решен ие си стемы (1) существует .

е целью приведения ее к задаче теории аналитических функций сделаем

замену

Пространство последов ательностей иn~ таких, что иn) Е 1; и {pnfn) Е 12'
обозна чим через ( р , 1! (сравн и с работой [1]). Легко видеть, что {'Фn) Е

E{R, 1) и ((J)n} E{ r, 1}. Введем еще пространство {{ р , 1)) функций F(z),
аналити ческих в кольце р < Iг I< 1 и для которых существует постоян

ная с> О такая, что для любых аЕ [р, 1] выполняе тся неравенство

n

i IF (Jei<P) /2d(J) < с .
-л

Опера тор L, определенный равенством L(J)n = L (J)nt" = Ф и), I t 1 = 1, как
11

известно, устанавливает изоморфизм между простр анствами { р , 1} и
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