
и краЕ'ВЫМИ условиями

G:il (- н" (О) + q' (О) У (О) + q (О) у' (О)) + G:iO (- у" (О) + q (О) У (О)) +
+ ~il (- у" (1) + q' (1) у (1) + q (1) у' (1)) + ~iO (- у" (1) +

+q(l)y(I))=O и=1,2),

является самосопряженным.Легко видеть, что он дискретный. Кроме того,

в пространстве D [А] оператор АР и функционалы у (О), У (1), у' (О),

у' (1) ограничены. Поэтому, как показано в работе [1], система корневых

векторов оператора Т полна в D [А]. Так как 11 у 11 ~ 11 у IIA и D [А] плот­
но в S), то эта система будет полной и в S) = L 2 О, 1].
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в настоящей статье под оператором понимается линейное отображение в

гильбертовом пространстве и применяются следующие обозначения: D (Т),

R (Т), Z (Т) - область определения, область значений и ядро оператора

Т; i5 (Н], Н2) - множество линейных, замкнутых, плотно определенных

операторов Н1 ~ Н2 ; 33 (Н1 , Н2) = (Т Е i5 (Н1 , H z) : D (Т) = Н1 ) ;

3300 (Н1 , H z) - множество компактных операторов из УЗ (Н1 , Н2) ; i5 (Н) =

= i5 (Н, Н); 33 (Н) = УЗ (Н, Н); 5300 (Н) = '3300 (Н, Н); D [Т] - гиль­
бертово пространство, совпадающее как множество D (Т) и снабженное

скалярным произведением (·I·)T графика замкнутого оператора Т;

Т* - оператор, сопряженный к Т; lн - единичный оператор в прост­

ранстве Н.

Пусть Н, S)1' .s)2 - фиксированные комплексные гильбертовы прост­

ранства; L, с; Е i5 (Н), L Oс L, W i Е 33 (D [L], S)i), i = 1, 2, S) = S)1 EFJ 5)2'
W = П?1 EFJ W2' М = L~, МО = Р. Предположим, что (S), \\7) является
краевой парой дЛЯ (L, L o), т. е. что R (W) =~, z (W) = D (Lo)' Извест­

но [4], что существуют такие единственные V1E33(D[M], S)2), V2E
Е 33 (D [М], S)1)' что для всех у Е D (L), z Е D (М)

(Ly Iz) - (у i Mz) = (W .н I V2Z)5, - (W2y I V1Z)5.. (1)

При этом, как легко видеть,

1.J(']M1/;' = О, W1MV; = - 15" W2MV~ = 15" WzMV; = О. (2)

Далее, пусть о, Е 3300 (Н, ~i), i = 1, 2. Определим операторы 5, с;

М1 : Н~ Н следующим образом:

D (5) = (у Е D (L) : W1y = Ф1У)' (3)

Sy = Ly + Ф;W2у, у Е D (5). (4)

Здесь L 1 - сужение L на Z (W 1) ; М1 - сужение М на Z (V]). Из резуль­

татов работы [4] следует, что 5 Е i5 (Н), а Е, и М1 являются взаимно со­

пряженными.

Мы рассматриваем 5 как возмущение оператора L1 , изменяющее не

только закон L его действия, нои оператор краевых условий W 1 , и строим
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(5)

резольвенту 1 5л оператора 5 в предположени и , что р (L 1) =1= }о и что

резольвента L" оператор а L1 известн а . Отметим , что в случае , когда воз­

мущенный и невозмущенный операторы имеют общую область определе­

ния или общее конечномерное сужение, резольвента возм ущенного оператора

исследовалась во многих работах (см ., например , р аботы [2, 3]). Более

детальна я библиография имеется в работе [1] .
Изложим основные результаты . Прежде всего, заметим , что л Е р (L 1 )

тогда и только тогда, когда }" ЕР (М1) , и для так их л. МХ = с; Е 53 (Н ,

о [М1 ] ) . А если та к, то V2Mr E53 (Н1 , ,f)1)' Поэтому при всех лЕ р(L1) оп­

ределен оператор

Nл def (Y2M ~)* Е .13 (~1' Н).

Непосредственные вычислени я показывают , что

Nл = [L ), (1 + лМ) + М] v;.
Рассмотр им некоторые свойств а оператора Nл .

Лемма 1. Для всех л Е р (L1 ) , УЕ Z (L - л l н)

W1N). = - 15" (6)

N),W1y = - у . (7)
Д о к а з а т е л ь с Т В о . Т а к как W1Lл = О , то выражение (6) сле­

дует из у равнен и й (2), (5) , Предположим , что у Е Z (L - л), х Е Н.

Учитывая , что V/ 11" х = О и применяя равенство (1) при г = Mj; х ,

пол уч аем (N"W - н I Х) = (\i7l y IV2M j;x )i> , = (Ly IMj;x) - (у I MMj;x) = (- у I х),
откуда следует выражен ие (7).

Лемма 2. для всех л Е р (L 1 )

R (N,.) = Z (L - Лl н) . (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включение Z (L - лlн) С R (Nл ) вытекает из

выражения (7).' С другой стороны ясно, что (L - л) Nл = У; + LMV; . Но
из р езультатов п . 7 работы [3] следует , что правая часть последнего

равен ства р а вна нулю, следовательно, R (N,) с Z (L - Л l н) .

Р ассмотр им операторы , о пределяемые следующим образом:

"(" ( If:> , О ') о ~ (ФIN ; Ф I LлФ~.· )
U ,, ) - \ ; \' ,, ) = I

. - 1\7 N· l ' , W V \lТ/п L " Ф ·,. '.. ~ л t> 2.' 21 '},. У ~

( ФIN ) ФIL'cD : )
K (~ = .

\- WzN i,Ф/v'л W2 О .\) , - Ni'ФI) L ;',Ф 2

Нетрудно показать, что при все х л. Е р (L 1 )

U (л), u (')..,) - 1, Q(1,), к Щ Е.13 (.)j),

15+ Q(Л) = UЩ [1, + К (А) ] , (9)

Как видно из изложенных результатов, 1[, -i- Q (л) можно интер п ре­

ти ров ать ка к бесконечномерный ан алог матрицы Ароншай на - Вайнштей ­

н а [1].

Лемма 3. Пусть л ЕР (L 1)· Отображен ие (/~ 1' '~2) но- У , где /1 ; Е ~ i' i =
= 1, 2,

У = N,J1 1 + LлФ 'h2 , (10)

является взаимно однозначным отобр ажением Z (15 + Q (л)) на Z (5 - л l Н) ,

обр атное к которому определяется соотношениями

h i = - W iY, i = 1, 2. (11)

1 Для ВСЯКОГО Т Е s (н) полагаем : р (Т), (J (Т) - резольвентное множество и спектр

оператора Т; Т.. = (Т - лl нг 1 , Л Е р (Т) , кроме того , будем писать Lл• М л вместо [ 1.. ,

M1 t.·
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В частности, А является собственным значением оператора 5 тогда и только

тогда, когда Z (1.5 + Q (А)) =1= ( О) .

Доказ а т е льство. Пусть (5- А1 н)У = О, т. е.

(W} - Фl) у = О, (L - А1н) V = - ф;w2v .

Положим h2 = -W2y . Из леммы 2 следует, что существует h} Е 4>} , та­

кое , что V = N'J,.h} + LлФ;ll2 , причем соотношение (6) показывает, что
W1V = -/~1' Таким образом ,

(W} - Фl ) [N ,} ! } + LлФ;/~2] = О,

1~2 [Nлh} + L,.O ; ll z] = - h2 ,

т. е . [1 S+ QЩ] (h1 , i~2) = О .

Аналогично доказывается, что для всякого h = (h}, h2) Е z (1,5 + Q (А))

элемент У, о предел яемый согласно формуле (10), принадлежит Z (5 ­
- А1н) И что 11}, h2 выражаются через V в соответстви и с выражен иями (11).

Теорема. Пусть А Е р (L 1) . А Е р (5) тогда и только тогда, когда Z (1,5 +
+ Q(А)) = {О) . В этом случа е для всех t Е Н

5лt = Lлt - (Nл , LлФ;) [1.\)+ Q(А )Г! (Фl' W2) Lлt· (12)

дока з а т е льство. Пусть AEp (L1) n р(5). Тогда в силу леммы

Z(1.S+Q(A)) = { О ) . Наоборот, пусть AEp(L}) и l(1 ;,+Q(A))= {0). Учи­

тывая компактность опера тора К (А) и соотношен ие (9), у6еждаемся , что

(1 + Qщгl
Е $ (~). Кроме того, из леммы 3 следует , что решение урав­

нения (5 - ),lH) у = t, если оно существует, является единственным. Но

непосредственная проверка показывает, что оно существует для всех t Е Н

и совпадает с правой частью (12). Теперь уже ясно, что А Е р (5) и спра­

ведливо равенство (12).

Следствие. Для всех А Е р (L 1) n р (5)

5л - и Е з: (Н).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как было показано в проuессе доказательства

теоремы, при рассматриваемых л( 1,5+ Q(л)г
l

, а следовательно, и (1,5+
+ К (А)г

1
принадлежит 53 (5)). Пусть Х (А) = (1,5 + К (А)г

1
- 1,5. Из тож­

дества Х (л) = - [1,5+ Х (А)] К (л) следует компактность оператора Х (А).

Учитывая это и подставляя в выражение (12) (1,5+ Х (А)) и (Аг
l

вместо

(1,5+ К (л)г1 , видим, что 5'J,.-LлЕ53",,(Н).
Аналогично доказывается, что если Ф,, Ф2 - ядерные операторы , то

таким же является 5л - L ),. Поэтому абсолютно непрерывные части опе­

раторов 5 и L 1 В случае их самосопряженности унитарно эквивалентны.

В общем случае доказанное следствие дает возможность заключить, что су­

щественные спектры операторов 5 и L1 совпадают.
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