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о I<РАЕВЫХ ЗАДАЧАХ С нвкпвссичвскими ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

При из учени и не которых воп росов гидроупругости возникают з адачи , в

которы х гр аничные услови я содержат производные более высокого поряд

ка, чем дифференциал ьные уравнения [3] , в настоящей р аб оте в абстракт

ной фОР\1е р ассмотрен оди н естественный подход, пр и котором возни кают

краевые задачи с нетрадиционными гра ничными операторами . В частности ,

дл я дифференциальных операторов этот подход позволяет рассматр ивать

задачи . содержащие в краевых услови я х производные более высокого по

рядка , чем в у равнении .

Пусть ~ - гильбертово простр анство, А - зам кнутый плотно задан

ны й линейный о ператор , действующи й в ~ и обладающий тем свойством,
df

что сопр яженный к нем у опер атор А о = А * является симметр ическим:

А о с А; D (А ) - область о пределени я оператора А . В области D (А )

введем скаляр ное произведение (', ')А, определяемое нормой графика опе

р атор а А :

({, g)A = ({, g) + (Af , Ag) . (1)

Та к как опер атор А замкнут, то область D (А ) замкнута относител ьно мет

рик и , определяемой нормой (1) . Поэтом у D (А ) со скал я рным произведе

нием (1) образует гил ьбертово пространство, которое обозначим D [AJ .
Очевидно , D (А о) образ ует в D [ А] замкнутое подпространство. Пусть

U = D [А] е D (Ао)

и Р - опер атор ортогонального проектирован ия в D[ A] на и. Обозн а ч им

В = А :D (A' ) - с ужен ие оп ератора А на область D (В) = D (N ), ВО = А ID( AoA ).

Оператор В ыожно рассматривать как в ,р , так и в D [ А] .

Используя сво й ства операторов (1 + т* тг
1

, Т (1 + т*тг
1

(см.,
н ап ример , р а боту [4J), где Т - произвольный замкнутый плотно задан 

ный ли нейный оператор, можно доказать справедли вость следующих

утверждений .

Лемма 1. Множество D (ВО) = D (АоА) я вляется плотным в прост

р анстве D [ А] .

Лемма 2. Оператор В , р ассматриваемый ка к оператор , действующий

в пространстве D [ А] , является замкнутым .

Лемма 3. Пусть Т - з амкнутый плотно заданны й в ~ оператор и

С = Т (l + Т* тг' . Тогда С* = Т* (l + тт*г
1

•

Лемма 4. D (B~) с D (В) , где B~ - опер атор, соп р яжен ный Во в
простр ан стве D [A J.

Опишем о пер атор В® .
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Теорема 1. Область определения оператора В® определяется ра
венством

D (В®) = D (ВО) = (g-Е D (В) : PAg = О)

и \/ gED (В®) B®g = Ag- APg. (2)

Дока зательство . ТаккакВосВ, то в®св1?,ивсилулеММЫ4

D (В®) с D (В) . ПУСТЬ {Е D (В), g Е D (В®).

Тогда

(В{, g)A = (А{, g)A = (А{, g) + (А2{, Ag) =
= (А (1 - Р) {, g) + (АР{, g) + (А2{, (l - Р) Ag) + (А 2{, PAg') =
= «1 - Р) {, Ag) + (API, g) + (Af, А (l - Р) Ag) + (А 21 , PAg-) =

= (1, Ag") - (Р], А&о + (АР{, g) + (AI, A2g") - (А{, APAg) + (А 21 , PAg). (3)

Так как

(1, Ag) + (AI, A2g) = (1, Ag)A,

(А{, APAg) - (J-l2!, PAg) = (А{, APAg) A

(при этом иснользовано р авенство А 2Р = -Р (см. [2J», (Apt, g) - (Р{, Ag) =
= (АР{, g)A, то равенство (3) примет вид

(В{, g)A = и, Ag)A + (АР{, g)A- (Af, APAg)A. (4)

Как известно [2J, сужение оператор а А на PD (А ) = И является уни

тарным оператором в метрике D [А], квадрат которого равен - 1, поэто-

му - (А /И)® = -А/И. Следовательно,

(APf, g)A = (АР!, Pg)A = - (Р], APg)A = - ({ , APg)A

И равенство (4) можно записать так:

(В], g)A = и, Ag)A - и, APg)A - (AI, APA g)A. (5)

Пусть 1- произвольный элемент, принадлежащий D (ВО) с D (В).

Тогда

(AI, APAg)A = О, (В], g)A = и, (А - АР) g)A.

В силу леммы 1 D (ВО) плотно в D [AJ, поэтому из последнего равенства

ледует, что B ®g = Ag - APg 11 В силу равенства (5) \/1 Е D (В)

(AI , APAg)A = О.

Так как ИсАD (В), то APAg = О, что равносилъно равенству PAg = О.

Таким образом , доказано включение D (В®) с D (ВО). Справедливость
обратного включения проверяется аналогично.

Замечание. Пусть А - линейный оператор, определенный в пространстве

L 2 [О, l] равенством Ау = (- i )ny (n) . Тогда равенство Ру = О эквивалент
но системе равенств

y(k) (О) =0, y (k) (1) =0, k =O, 1, ... , п-l.

В силу теоремы 1 краевые условия для о ператор а в® имеют вид
y (n+k) (О) = О, y(n+ k) (1) = О, k = О, 1, ., . , п - 1,

в то время как В®у строится из производных, порядок которых не превы
шает п.

Предположим, что оператор А о имеет самосопряженные расширения.

Каждое самосопряженное расширение 1-11 оператора А о характери зуется

областью определения

D (A J ) = D (А о)<:9 И 1 ,
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где и1 С и; А и1 = U е и1 . Здесь ортогональное дополнение следует

понимать в метр ике пространства D [AJ . Пусть Р1 - оператор ортого

нального проектирования на подпространство А и1 в пространстве D [AJ.
Тогда

D (А 1 ) = {f Е D (А): P1f = 01·
Рассмотрим оператор В 1 : D [А] -+ D [AJ, который определяется сле

дующим обр азом :

D (В1) = (f Е D (В ) : P1Af = O~

I
и Vf ED(B 1) B1f = Af - тАРf .

Теорема 2. Оператор В1 является самосопряженным в пространстве

®D [А] : В 1 = В1 .

1
Д О К а з а т е л ь с Т В о. Очевидно , В 1 + 2 АР ::::::> Во . Следов ательно,

(В1 + +АР)® с B~ и в силу леммы 4 D (B~) с D (В ) . Пусть f Е D (В 1) ,

g Е D (B~\ Тогда. у ч иты вая равенство (АР)® = - АР . как п ри доказа
тельстве т еоремы 1 пол учаем

® I
В, g = Ag - T APg

и

(Af, APAg')A = О. (6)

Пусть Р2 = Р - Р1 • Р2 - опер атор ортогонал ьного проектирования

в D [А] на подпространство и1 . Как известно [2], оператор А отображает

и1 на и2 IJ и2 на и\. Это позволяет преобразовать р авенство (6) к виду

0 = (Af. APAg) A = (P 1Af + P2Af. А (Р 1 + Р2) Ag) A =

= (P 2Af . AP1Ag + AP2Ag)A = (P2Af. AP1Ag)A.

Так как и1 с AD (В1 ) , то отсюда следует, что AP1Ag = О. а послед

нее возможно только пр и P1Ag = О.

Таким образом, доказано , что Вер с В1 . Легко провер ить справедли
вость обр атного включения.

С помощью пол ученных теорем можно решать некоторые задачи спект

р альной теории для операторов с нетрвдиционными кр аевыми условиями.

для иллюстрации этого рассмотрим в пространстве L2 [О . 1] самосолря

женный оператор A1• порожценный дифференциальным выражением

l (у) = - у" + q (х) у (7)

и краевыми условиями

C!.,il Y ' (О) + C!., iOY (О) + ~ilY' (1) + ~iOY (1) = О (i = 1,2) .

Для п ростоты предположим, что функция q (х) непрерывно дифферен цируема.

Пусть Т - линейный оператор, определяемый в L2 [О, 11 диффер ен 

циальны м выр ажени ем (7) и кр аевыми услови ями

C!.,ilyl/I (О) + C!.,i OY" (О) + ~ilyl/I (1) + ~iOY" (1) +
+ Y iIY' (О) + Y iOY (О) + OilY' (1) + OiOY О) = о (i = 1, 2).

Здесь Y ij, 60 - произвольные комплексные числа .

Теорема 3. Множество корневых векторов оператора Т является

полным в L 2 [О . 1J.
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 2 оператор В1 , определенный

в пространстве D [А ] выражением

- У " + q (х) У - -{- АРу
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и краЕ'ВЫМИ условиями

G:il (- н" (О) + q' (О) У (О) + q (О) у' (О)) + G:iO (- у" (О) + q (О) У (О)) +
+ ~il (- у" (1) + q' (1) у (1) + q (1) у' (1)) + ~iO (- у" (1) +

+q(l)y(I))=O и=1,2),

является самосопряженным.Легко видеть, что он дискретный. Кроме того,

в пространстве D [А] оператор АР и функционалы у (О), У (1), у' (О),

у' (1) ограничены. Поэтому, как показано в работе [1], система корневых

векторов оператора Т полна в D [А]. Так как 11 у 11 ~ 11 у IIA и D [А] плот
но в S), то эта система будет полной и в S) = L 2 О, 1].
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в настоящей статье под оператором понимается линейное отображение в

гильбертовом пространстве и применяются следующие обозначения: D (Т),

R (Т), Z (Т) - область определения, область значений и ядро оператора

Т; i5 (Н], Н2) - множество линейных, замкнутых, плотно определенных

операторов Н1 ~ Н2 ; 33 (Н1 , Н2) = (Т Е i5 (Н1 , H z) : D (Т) = Н1 ) ;

3300 (Н1 , H z) - множество компактных операторов из УЗ (Н1 , Н2) ; i5 (Н) =

= i5 (Н, Н); 33 (Н) = УЗ (Н, Н); 5300 (Н) = '3300 (Н, Н); D [Т] - гиль
бертово пространство, совпадающее как множество D (Т) и снабженное

скалярным произведением (·I·)T графика замкнутого оператора Т;

Т* - оператор, сопряженный к Т; lн - единичный оператор в прост

ранстве Н.

Пусть Н, S)1' .s)2 - фиксированные комплексные гильбертовы прост

ранства; L, с; Е i5 (Н), L Oс L, W i Е 33 (D [L], S)i), i = 1, 2, S) = S)1 EFJ 5)2'
W = П?1 EFJ W2' М = L~, МО = Р. Предположим, что (S), \\7) является
краевой парой дЛЯ (L, L o), т. е. что R (W) =~, z (W) = D (Lo)' Извест

но [4], что существуют такие единственные V1E33(D[M], S)2), V2E
Е 33 (D [М], S)1)' что для всех у Е D (L), z Е D (М)

(Ly Iz) - (у i Mz) = (W .н I V2Z)5, - (W2y I V1Z)5.. (1)

При этом, как легко видеть,

1.J(']M1/;' = О, W1MV; = - 15" W2MV~ = 15" WzMV; = О. (2)

Далее, пусть о, Е 3300 (Н, ~i), i = 1, 2. Определим операторы 5, с;

М1 : Н~ Н следующим образом:

D (5) = (у Е D (L) : W1y = Ф1У)' (3)

Sy = Ly + Ф;W2у, у Е D (5). (4)

Здесь L 1 - сужение L на Z (W 1) ; М1 - сужение М на Z (V]). Из резуль

татов работы [4] следует, что 5 Е i5 (Н), а Е, и М1 являются взаимно со

пряженными.

Мы рассматриваем 5 как возмущение оператора L1 , изменяющее не

только закон L его действия, нои оператор краевых условий W 1 , и строим
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