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В. Н. Цымбал

О ПОЛНОМ ВЫРОЖДЕНИИ гипвввопичвского УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Как известно , к зада чам дл я гиперболических уравнений с малым пара

метром при старших п роизводных (сингулярно возмущенным задачам)

при водят вопросы р аспространения тепла в пористых средах , теории транс

портных потоков, р аспростр анения паводковых волн , химических процес

сов обмен а и др . В р аботах [2, 7] рассмотрена задача Коши дл я гиперболи-

. ческого урав нени я второго порядка , вырождающегося в алгеб ра и ческое,

когда положить п араметр равным нулю . Представляет интерес р ассмотреть

смешанную зада чу дл я этого сл учая вырождения , чему посвящена настоя

щая статья . Отметим , что близкие вопросы рассматривались в работах

[1, 10-1 2].
В области D r = ( (х , [) : о :::;; х:::;; l, о :::;; [ :::;; Т ) рассмотрим задачу

• ( оч. д2и 1Leu == е" дf2 - с (х, [) дх2 ) + а (х, [) и = f (х, {),

О О О О ди ( х, О ) О
и ( ,l) = , и и, [) = , и (х, ) = О, д! =,

где е> О - малый параметр. Предположим, что выполняются условия

1) функции с (х, {), а (х, {), f (х, [) достаточно гладкие для проведен ия

дальнейших выкладок;

2) с (х, [) > О, а (х, [) > О в Dr;
aif (х О)3) : = о (j = О, ... , 2N + 2), где N - проиэвольное натуральное

Jt'
число, связанное с точностью построенного ниже асимптотического разложе

ния.

Отметим, что смешанная задача для гиперболического у рав нен и я (1),
(2) при фиксированном значен и и параметра е > О имеет единственное

решение [5].
Асимптотическое разложение решения зада чи (1), (2) строи м методом

погран ичного слоя [3] в виде

N 2гУ 2N

и (х, {, е) = ~ e
2i

vi (х, [) + ~ f/П i (/;, [ ) + 2: e' Q, (11, t) + R (х , t , е). (3)
'=0 '=0 '= 0
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Здесь ~ = Х/8 ; 11 = (1 - Х)/8; входящие в выра жение (3) функции оп реде

лены ниже.

Применяя стандартный метод теории возмущений , для определения
N

регулярной части асимптотики V (х, t, 8) = l; 8
21

V , (х, t) получаем уравнения
1=0

(
iJ2v'_1 iJ2V'_I ) .

а (х, t) Vo = t (х , t) , а (х, t) V , = - iJt'z - С (х , t ) дх2 (t = 1, .. . , N) .

(4)

Функции о, (х , t) (i = О, ... , N) рекуррентно и однозначно в сил у услов и й

1), 2) определяются из ур авнени й (4), а в с илу услов и й 3) - удовлетво 

р яют начал ьным условиям (третье н четвертое условие (2».
2N

Обыкновен ные пограничные фу нкции П ( ~, t, 8) = )~ 8'П , (~ , t) служат
,= 0

для того , чтобы вместе с V (х, t, 8) удо влетвор ить гран ичном у условию

при х = О . Они определяются с помощью уравнен и я

iJ"1I . д 2П
- С (О, t) д~" + а (О , t) П = - [с ( О, t) - с (8~, t)1~ +

+ [а (О, t) - а (8~ , t)] П - 82 a;t~

и условий

П(О, t, 8) = -и(х, t, 8), П(1;, t , 8) -+0 .
;-+00

(7)

Отсюда для нахождения П, (~, t) (i = О, .. . , 2N) получаем зада чи

д2П ·
- С (О, t) iJs/ + а (О, t) П, = 0, (1; , t), (5)

П, (О , t) = - и,/2 (О , t), П, (1;, t) -+ О ,
:; -+00

u д 2П,_2 д2Пj . .
где О, (s, t) линеи но выражаются через П / (1; , t ), iJt" ,~ (/ < [) .
Здесь и далее для простоты за писи условимся считать, что функция с не

целым индексом тождественно равна нулю. Функции П, (1;, t) (i = О , . ..
... , 2N) находятся рекуррентно из ур а в нений (5), при этом легко показать

(методом математической индукци и), что П-фУН КЦИИ имеют погранслой

ный хара ктер [3].
2N

Обыкновенные погранич ные функции Q (1], t,8) = l; со, (11, t) служат
,=0

для того, чтобы вместе с V (х, t, 8) удовлетворить граничному условию при

х = [. Процелура определения Q-функций аналогична способу определения

П-функциЙ. Для определения Q, (1], t) (i = О , ... , 2N) получим задач и

a2Q,
- с (l, t) дJlГ + а (l, t) Qi = Н, (1], t), (6)

Q, (О, t) = - ит (l, t), Qi (11, t) -+ О

при 1] -+ 00,

Н iJ2Qi_ 2 a2Q j • .
где ,(1] , t ) линейно вы ражаются через Q/, at2 дтt2 (1 < [). Легко

показ ать, что Q-функции являются функциями типа пограничного слоя в

окрестн ости гр аницы х = 1 области DT •

Остаточный член R (х , t, 8) является решением задачи

LеR= Ф, R(o,t,8)=Q(+,t,8), R(l,t,8)=п(+,t,8),

R ( О ) = iJR (х, О , е) = О
х, ,8 д! •

Здесь Ф (х, t, 8) легко выписать в явном виде и, что существенно,

Ф (х, t, 8) = О (82ЛI+2); В силу экспоненциальн о го убывания П. и Q-фУllКЦИЙ
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граничные услови я Б (7) есть произвольной степени малости , в частности

порядка О (1::2N+2). ДЛ Я доказательства асимптотической кор ректности
разложения (3) необходимо оценить остаточный член . Для этого удобно

представить остаточный член в виде

г~e

R ( х, t, е) = Z (х, t, е) + q (х, t, е) , (8)

(9)Z (х , t, 1::) = QН- ,t, е ) + -+ [п (+, t, е) - Q (+ ' t, е)] ,

а q (х , t, е) является решением следующей задач и:

Lfq = F (х , t, е ), q(O, t, е) = q (l, t, е) = q (х, 0,1::) = iJq (Х;/ , е) =0. (10)

Здесь F (х, t, е) очевидным образом выражается через Ф (х, t, е), Z (х, t, е )

и F ( х, t, е) = О (e2N+2).
Оцен ку q (х, t, 1::) получаем методом и нтегралов энергии [5J. Введем в

рассмотрение область D~= ((x,t): O ~ x ~l, O~t ~ ~ (O ~ ~~T) }. Ис

ходим из легко провернемого тождества

~ {е2 [( ~~ )2 + с(х , t) ( ~; )2
j
+ а(х , t) q2} - 21::2 :х (с (х , t) ~~ ~i) =

= 2F ( t )~ I 2 l' де (х, t) I~)2_ 2 де (х, t) aq~) + да (х, t) 2
Х, ,е д! т 1:: д! \ дх дх д! дх д! q .

(11)

Интегрируя его по области D~ с использова нием формулы Грина и

учитывая начальные и граничные услови я , пол учаем

I

Sk[( aq~/ ~) )2+с(х, ~)( aq ~; ~) )2] +а(х, ~)qZ(x , ~) } dx =
о .

= 2SSF~dD +SS {e2[~ (~)2_ 2~~~J+~ 2ldDд! 1; д! дх дх д! дх д! q J ~ .
О ; ОС

Использование неравенства Коши с п араметром дает

2 SSI F ~; IdD~ ~ e
Z SS ( ~; ) 2 dD~ + --ь- SS F2dD~.

O~ о\. O~

Оценивая выр ажение (12) с и с пол ьзова н ием (1 3). находим

I

S{ez[ ( дq (;; ~) )2 +( дq ~;~) )2] + qZ (x , ~) } dX~ ~e2 55 F2dDT+
о От

(12)

(13)

(14)

где К = min { пп п с (х, t), min а (х, t ), 1/; конста нта К1 зависит от мак-
ОТ от

u б D де (х t) де (х, t ) да (х . t)
симума модулеи по о ласти т вели чи н д/ дх д!

и не зависит от е. После применения неравенства Гронуолла - Беллиана

[9] и интегрирования результата по ~ в пределах от О ло Т, получ аем

SS {ez[ ( ~i ) 2 + (~~ ) 2]+ q2 } dDT~C11::4N+2 . (15)
от

Здесь константа С1 не зависит от е .

Учитывая формулу (9) и замечание о входящих сюда функциях, за

кл ючаем, что для Z (х, t, 1::) справ едлив а оценка, а налогич ная (15). Как след-
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(16)

ствие этого и резул ьтата (8) получаем окончател ьно оценку

JJ {е2 [ ( ~~ )2 + ( ~; )2] + R2}dDr~Ce4N+2,
Dr

которая и доказывает асимптотически й характер разложения (3) .
Сформулируем результат н астоящей работы.

Теорема. Пусть выполняются услов и я 1) - 3). Тогда решен ие задачи

(1), (2) допускает асимптотичес кое разложение (3), где о, (х, t) (i = О , '"
.. ., N) определяются из у р ав нен и й (4); функции П; (1;, t), Qi (11, () - суть

функции типа погр аничного слоя в окрестности границ х = О и х = l со

ответствен но и являются решениями задач (5), (6); R (х, t, е) удовлетвор яет

неравенству (16).
Есл и условие 3) не выпол н яется , то задача не поддается и сследованию

методом програничного слоя. Возможно , что в этом случае асимптотика

может быть построена методом подъема в простр анство большей р азмер

ности [6], методом согласова н и я асимптотически х разложеии й [4] или ме

тодом каноническо го оператора [8] при соответствующем развитии этих

методов .

1. Бутузов В . Ф. Угловой потранслой в смешан ных си нгул я р но возмущенных задачах

для гипербол ич еских уравнениЙ .- Мат. сб . , 1977, 104, N2 3, С. 460-485.
2. Валиев М. А . Асимптотич еское решение зада ч и Коши для гиперболического урав

нения с параметром .- Тр. Л\оск. энер гет. и н-та, 1972, вып . 146, с. 2-12.
3. Вишик М. И. , Люстерник Л. А. Регул я р н ое в ы рожден ие и погр а ни ч ны й слой для

линейных дифференциал ьных уравнений с малым параметром .- Успехи м ат . н а ук ,

1957, 12, N2 5, С. 3- 122.
4. Ильин А. М. , Леликова Е . Ф . Метод сращнвания асимптотически х разл ожени й для

уравнения fди - а (х, у) Иу = f (х, у) в ПРЯМОУГО,1ьнН!<е.- Мат. сб ., 1975, 96, N24,
с. 568- 583.

5. Курант Р. Уравнения с ч астн ы м и п ро изводным и . - М. : Мир, 1964.- 840 с .

6. Ломов С. А. Формализм неклассической теории возмущениЙ.- Докл . А Н СССР, 1973,
2]2, N2 1, с . 33-36.

7 . Маслов В . П. Пе р еход п ри h -+ О уравнения Гейзенберга в у р ав н ен ие движения одно

атомного идеального газа . - Теорет. и мат. физика , 1969, 1, N2 31, с . 378- 383.
8. Мищенко А . С. , Стернин Б . 10., Шаталов В. Е. Лагранжевы мн огооб р а з и я и метод

канон ичес ко го оператора .- 1'0'1 . : Наука, 1978.- 352 с.

9 . Хартман Ф. Обыкновенные дифференциальные у равнения.- М. : Ми р, 1970.- 720 с .

10. Цимбал В. М . Задача Кош! для п п ербол г чного ргвняння з мал и м п а рамегром .ь

В кн .: Пита н н я якiсно'i теорй пиференшальн их ргвн ян ь та Ух застосува н ня . К . : Наук .

думка , 1978. с . 63-64 .
11. Цимбал В . М . Задача Кош i для с ин гуля р но абу реного гiперболiчного р iвн янн я .

Вгсн . Льв. ун -ту. Сер . мех . эмат. , 1981 , в и п. 18, с . 11-14.
12. Шафиев Н. 1(. Асимптотика по малому параметру решен ия смешан ной задач и для одного

гип ербол ического уравнения.- Докл . АН СССР , 1980,252, N2 5, с . 1074-1078.

Львовск ий ун иверситет Получено 22.06.81
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Р. В. Бобрик

О ПЛОТНОСТИ МЕРЫ, СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ РЕШЕНИЮ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОй

ЗАДАЧИ ДЛЯ ТЕЛЕГРАФНОГО УРАВНЕНИЯ

СО СЛУЧАйНЫМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ

в н астоящей статье р ассмат р и ваются вопросы абсолютной непрерывности

меры , порожденной решен ием характер исти ческой задачи дл я нел инейного

дифференциального уравнен ия ги перболи ческого типа с га уссовым возму

щением относител ьно некогорой гауссовой меры и выч и сл яется соответ

ствующая плотность .

В 06.:12СТИ D = (х, У) : О ~ х ~ 01 ' О ~ У ~ 0 2) рассмотрим нелиней-
ное дифференциальное уравнен ие в частных производных '

д !и (х, у)
дхду + t (х, У, и (х , У» = 1; (х, У) + ь (х, у),

и (х , О) = <Pl ( Х) , и (О , у) = <Р2 (у), <JJl (О) = <Р2 (О) = О, (1)
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