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Б. Л. Боженко

ОПТИМИЗАЦИЯ ПО НАПРЯЖЕНИЯМ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕй

В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Пусть изотропная цилиндрическая оболочка постоянной толщины 2h, длины Ь,.

ради уса R, отнесенная к смешанной ортогональной системе координат (х, (р,

1'), где х - расстояние точки вдоль образующей от начального поперечного

сечения; ер - угол между начальной и любой меридиональными плоскостями;

l' - расстояние точки от срединной поверхности оболочки, находится под дей-

ствием неосесимметричного температурного поля t = Т1 + h Т2 • При этом
Ii

интегральные характеристики температурного поля Т1 = 2~ I td 1', Т2 =
-11

h

= 2~2 j 1'td1' подчинены условиям
-h

Т; IGocG = f;, (I)'
где f,-заданныефункции; а= (х, ер): O~x~b, О~ер~2л) -срединная

поверхностьоболочки; ао = {(х, ер) : aj ~ х ~ bj , О ~ ер ~ 2л, О ~ aj~. bj <
<ai+l~b, [> 1, т}; i= 1,2.

Рассмотрим задачу определения температурных полей, удовлетворяющих
условиям (1), при которых напряженное состояние оболочки является опти

мальным. Следуя работе [2], в качестве критерия оптимальности принимаем

функционал энергии упругой деформации оболочки, который запишем в виде

К = j}[(BP)*(+DBP-С1Т) ++T*C~C2T]dS, (2)

где И* = (и, v, ш) - вектор перемещений срединной поверхности ; Т* = «:
Т2) ;
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а, а,

d - щD1 (1 + у). d - ~ . D 2Eh
С2 = 0:/; 1 - h '2 - h' о = ;

2 ~З П .D1 ="'3 ]_ у2 ; Е - модуль упругости; v - коэффициент уассона , 0:/-

линейныйкоэффициенттемпературногорасширения;(...)* - операция транспо

нирования.



Функции U м Т связаны между собой соотношениями температурной за

дачи термомеханики в кваэистатической постановке [2]. Используя обобщен

ный принцип Лагранжа [1,3], вместо указанных соотношенийбудем требовать

выполнения: а) условий стационарностифункционалаЛагранжа [1], который

В принятых обозначениях запишется так:

L = IJ [(B1U)* (+ ов.и - C1T)] ds - I, [(BLU)* Ny ] dl, {З)

где L1 - граница области О, на которой заданы обобщенные усилия и момен

ты н;

(

1 О

B~ = О 1

О О

б) дополнительных условий

о

о _'~);
R дх

BLU IL, = Иу, (4)
где L2 - граница области О, на которой заданы обобщенные переме

щения иу•

Таким образом, сформулированная выше задача сводится . к нахождению

экстремалей функционала К [и, Т] на множестве функций Т, которые удовле

творяют условиям (1) и обеспечивают стационарное значение функционала

L [и, Т] на множестве функций U с дополнительными условиями (4). Для ре

шения задачи !3 такой постановке используем полуаналитический метод ко

нечных элементов [4].

Перейдем к безразмерной координате а = : и область G разобьем на

конечное число элементов (колец) линиями а = al-l = const, i = 1, k + 1.
Получим систему конечных элементов-колец

Здесь
k

~ (; = 1;
1= 1

i=U.

(5)

в границах каждого элемента О! функции U (а, ер), Т (а, ер) аппроксими

руем выражениями

м

U = ~ 5'3Fig'l' ,
m=О

м

т = ~ 5п;ЕД,
m=О

(6)

где

C'~(~) о

о ) 5п; = (ЧJmо(ер)
о \

5'3 = о ЧJrn-1 (ер) о .
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т (. • )*" т .. '* *. --gi = gmi-I, gmi , t i = (tmi-I, 1т!), i = 1, k;

g,: i = (и'" (а,), и
т (ceJ, шт (се,), дш

т (cei)); (~; = (Т'{' (cei)' т'!) (cei));

и'", ш
m

, aw"t, т'{', ~"- коэффициенты разложения функций а, и, ш,
1

Т2 8 конечные ряды Фурье по координате <р; ЧJ," (<р) = cos 2 m<р

дш,

при

Если полставить выражения (6) в функционалы (2), (3) и использовать

необходимые условия стационарности этих функционалов , то задачу нахожде

ния оптимальных температурных полей можно свести к решению систем алгеб

раических уравнений вида

(7)

3 rn ... • )*. т _ (.. • *. т
десь g = (gmo, gml, ... ,g"", , t - tmo• tml, ... , tmk) , R - ленточная мат-

m \""'k тп кт QП1
рица с элементами Гц = i.J1l=1 Г1/ ; , - ленточные симметричные матрицы

km ~k kmn т \""'k mn
С элементами 1; = i.J1l=1 Ц И qi' = i.Jn=1 ql; соответственно ; неи улевые

элементы k~n, qnn, г~" вычисляются по формулам

kmn kmll kmn D ( R + Lnbnz ) " kmn kmn
11 = - 15 = 55 = О Lnb (1 _ ",.2) 3R (1 + ") - 12 = 16 =

kmn Dom ( 'V + 1 ) . _ k'{!Г = _ k'{Г = kЗ';' = km
57

n == 25 =-2- 1_",,2 ~'

Do'V kmn kmn km,! kmn DOL Il 'V
- 2 (1 _ ",,2); - 14 = 18 = 45 = - 58 = 12 (1 _ ,,2)
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Рис.

mn mn mn Q';zn
qll = qзз = 2q\з = - 3- =

mn mn тп mn
- TIJ = -r13 = ГЫ = Гsз

~o,l '---~_~_'---'--~_~

О q2 0,4 О,б 0,8

Рис. 2

mn 2 mn 2 mn mn D1LnЬщm (1 - у) .
Г22 = Г24 = Г62 = ГЫ = 3Rh '

~n г'{Зn

-7-= - ·-3-=

~ r.;!n D L Ь .D1L n
2bm 2CGI (1 -1_ у)71 73 о n а/ mn . mn ..

= -3- = -7- = '20 (I-v) , Г44 = ГЮ = 30Rh

mn mn D1CGI (1 + У) (_R + 7L nbm 2
). mn 3 mn 3 mn

Г32 = Г74 = Г41 = -2 Г4З. = --2 ГЫ -11 Lnb 20R'

mn DoLnbCG/ тп mn D 1CG/ (i + ") ( R + 7L nbm 2
) "

= ГЮ = 20 (1 _ ") , ГЗ4 = Г71 = h Lnb 20R

mn __ mn _ D1CGt (1 + У) (i!- + L~bmz)
Г42 - Г84 - h Ь 20R ~

Условия (1), (4) удовлетворяются непосредственно на этапе решения си

стем (7) методом Гаусса .

В качестве примера на рис. 1локазаны профили безразмерных характери

стик T1/To, Т2/То оптимального температурного поля, полученного при следую

щих условиях нагрева: Т1 (О, ер) = ТО, Т2 (О, ер) = О, Т1 (Ь, ер) = О, Т2 (Ь, ер) =
= О. На рис. 2 приведены графики вызванных этим температурным полем осе

вых и кольцевых напряжений а;, б;%i на внешней поверхности оболочки в зави
симости от осевой координаты при v = 0,215, h/R = 1/40. Сплошные кривые

соответствуют случаю R/b = 2, штриховые -R/b = 1, штрихпунктирные 
R/b =112.
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