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Нетрудно решить задачу теплопроводности для тонких оболочек и прw

других граничных условиях на их контурах.
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В. М. Вигаl<, В. Л. Фепьновский

РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНОЙ. ОБРАТНОйЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

ДЛЯ ПРОСТЫХ ТЕЛ

Обратные некорректныезадачи теплопроводностивозникают в первую очередь

при исследованииреальных температурныхполей [2, 3, 5] и в задачах оптими

зации [1]. Решение таких задач можно построить с помощью метода регуляри

вации [6]. в данной работе для решения обратной некорректной граничной

задачи теплопроводности предложен один метод регуляриэации.лсогорый поз

воляет, например, для одномерного случая аналитическим методом построить

устойчивое решение.

Для лростоты рассмотрим одномерную задачу теплопроводности

~T =~ А =~+_i_~ (' О 1 2)д. l..) дх х дх I = , , ,

xE(k, 1), kE[O, 1), ~Е(О, 00); (1)

дТ b~ ') - Н [Т (k, т) - t (-с)] = О, (2)

Т (а, т) = ер (т), а Е [k, 1], (3)

Т(х, О) = {(х), xE[k,1], (4)

где х, т, Н - безразмерные координата, время и коэффициент теплообмена

Ш; t (т), ер (т), f (х) - известные функции. Требуется построить устойчивое

решение задачи (1) - (4) для х Е [k, 1]. Нетрудно видеть, что для х Е [k, а]

задача (1) - (4) корректна, откуда непосредственно можно найти

дТ (а, ') _ ,1, ( )
дх - '1' -с •

Таким образом, для определения функции Т (х, т) при х Е [k,l] осталось

из решения уравнения (1) при краевых условиях (3) - (5) найти ее для х Е

Е [а, 1]. Однако задача теплопроводности (1), (3) - (5) является некорректной
и для х Е [а, 1] решения не существует.

е целью регуляризации решения некорректной задачи теплопроводности

(1), (3) - (5) для х Е [а, 1] заменим условие (3) несколько видоизмененным

T(a,-с)+8[Т(1,-с)-f(1)] = ер (т), 181<1, (6)
где 8 - параметр регуляризации; наличие величины f (1) обусловлено согласо

ванием условия (6) с начальным (4) при 8 * О И ЯВЛЯеТСЯ необходимым ДЛЯ

обеспечения непрерывности функции Т (х, т),
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Можно убедиться, что решение задачи (1), (4) - (6) при в =1= О существует

и единственно [4]. Обозначим его через Те (х, т}, Сравнив задачу (1), (3) - (5)
с полученной задачей (1), (4) - (6), следует ожидать , что

т (х, Т) = lim Те (х, Т).
е-+ О

или

Вместо условия (6) можно использовать другие, например:

Т( )+ [aT(I,'t) d!(l)] ()
а, т в дх - ---CIX = <р т (7)

Т (а, Т) +! [Т. (1:) - [*] = <р (Т),

I

Т l+ i r 1* (Т) = 1+1 j Х Т (х, Т) dx,
l-a а

I'*= 1+!+I~xjf(X)dx (j=0,1,2), (8)
l-al а

которые также позволяют найти решение Те (х, т) для х Е [а, 1].
Выше с целью регуляризации решения некорректной задачи теплопровод

ности (1), (3) - (5) несколько видоизменялось условие (3). Аналогично для

регуляризации решения этой з адачи можно поступить с условием (5), з амени в

е го следующим:

либо

либо

дT~; '{) + 8 [Т (1, Т) - {( 1)] = '1J (.)

дТ(а, '{) + в [ aT ( I , .) _...:!L..SJ.l..] = ",(.)
дх дх dx 't"

(9)

(10)

(ll)

Последнее свидетельствует , что из неоднозначности способа регуляризации

следует неоднозначностьрешения Те (х, т). Регуляриэируемое таким методом

.решеиие з адачи (1), (3) - (5) для х Е [а, 1] можно предста в итъ в в иде

1: 1

Те (х, Т) = :т; ~ [<р (1: -1]) Т1 (х, 11) + '1J (Т - 11) Т2 (х, 11)] dч + I 'Si f (~) Х
О а

х Тз (х , ~, 1:) d~ (j = О, 1, 2), (12)

где вид функций влияния Т/ (х, 1:) (i = 1, 2), Тз (х, S, т) зав ис ит от выбора

'услови я регуляривации (6) - (11).
Одним из основных вопросов, возникающих при постр оен ии регуляризо

.ванного решения Те (х, 1:), является устойчивость его в зависимости от парамет

.р а В , которая непосредственно зависит от поведения корней (собственных зна

чений) характеристического уравнения полученной краевой задачи . Например,

13 случае j = О для задач теплопроводности (1), (4) - (6) и (1), (4), (5), (10)
характеристическое уравнение имеет вид

1
ch~ = --7' (13)

для задачи (1), (4), (5), (7) -
1

sh" =--
r Ef.L '

для задач (1), (4), (5), (8) и (1), (4), (5), (9) 

sh 11 = _....!::..
r Е '
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для задачи (1), (4), (5), (11) -
1,:_112

ch!.J. = Г.
е

(16)

Здесь при выводе характеристических уравнений (13) - (16) без ограничения
общности принято а = О.

Уравнения (13) - (16) имеют счетное множество комплексных корней

l-L" = а,. + i~n (аn • ~,. ~ О; n = 1, 2.. .). Решение Т« (х, Т) будет неустойчивым,

если хотя бы в одном из корней а,. > ~". в перечисленных выше задачах ре

гуляризации устойчивость решения зависит отпервого корня ~tl '

0,25о-0,25

Рис. 2

-0.5 О

Рис. 1

-1

7,5 А,

10

На рис . 1 представлены корни уравнения (13) в зависи мости от величи ны

параметра регуляризации е. Для Iе 1< 1 (естественно , нас интересуют лишь та

кие значения параметра) уравнение имеет только комплексные корни J..1n =
= а + i~n, где при е Е (О, 1)

a=ln[+(l +VI-e2) ] , Рn=(2п-l)л ,
а при е Е (-1, О)

а = Iп [-+(1 +Vl - е2) ] , ~,. = (2п - 2) л.

Поскольку действительная часть первого корня а ~ л лишь для значений
2 ехр п

е ~ е1 , где е1 = 1+ 2 • то решения Те (х, Т) дЛЯ регуляризованных задач
ехр л

теплопроводности (1), (4) - (6) и (1), (4), (5). (10) устой ч и вы на промежутке

[ В1• 1). Устойчивы также эти решения для в ~ 1. где корни уравнения чисто

мнимые J..1n = iлn (п = 1, 2....). Однако из-за больших отклонений регуляри

зованны х условий (6), (10) от исходных (3). (5) упомянутые решения дл я нас

мало ПрНГОДНЫ .

Уравнен ие (14) (рис. 2) при I е I < 1 имеет комплексные и чисто мнимые

корни. При этом для в > 0.549 решение имеет экспонен циал ьны й спокой ный

характер, так как все корни (14) мнимые I.I.n = iЛ" (п = 1,2, .. .), для в < 0.549
корни комплексные. причем при в Е (0.05; 0.549) а" ~ Рl И решение устойчиво.

В обоих рассмотренных случаях для в Е (-1, О) решение неустойчиво из-за

наличия действительного корня 1.1.1 = а1 > О . Необходимо отметить. что

при е -+ О действительная часть корней а,. -+ 00. откуда следует отсутствие

решения задачи (1) - (4). Аналогично можно найти область устойчивого ре

шения и для других способов регуляризации, Например. для уравнен и я (15)
действительная часть первого корня а1 < 1)1 при величин е в > 0.22.

Наконец, следует отметить. что при реализации предлагаемого метода

регуляризацни обратной задачи теплопроводности (1). (3) - (5) пел ичи ну пара

метр а е следует выбирать минимальной из области устойчивого решения, тог

да отклонение регуляризуемого условия от исходного также будет ми нимал ь

ным. Однако по мере уменьшени я параметра регуляривации в амплитуда

колебаний искомой температуры в зав и симости от времени в других точках,
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например х = 1, будет резко увеличиваться . Поэтому зар анее необходимо пред
YCMOT~eTЬ удовлетворение исходных граничных условий (3) или (5) с опреде

леннои точностью. Тогда параметр е можно будет выбирать исходя из реальных
требований точности удовлетворения этим граничным условиям. .

В качестве примера рассмотрим задачу оптимизации для пластины, кото
рая сводится к задаче теплопроводности (1) - (4) (j = О) . Требуется с помо

щью двухстороннего конвективного симметричного нагрева пластины толщи

ной 2h

i~~~__2: __-";"_-...-..,..
o.98_-:,3~ ~ ~~~
, 2,5 Ц5

8

где t1 (т) - искомая температура греющей

среды (упр авление) , с безразмерным ко

эффициентом теплообмена Н = 4 пр и огра

ничении на относительную скорость на

грева

I дТ(I.т) f=1 дТ (- I, т) I ~(I)
дх I дх '-'::::

~25 2,~ 5,25 r
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