
(2)

О)

Аналогично могут быть найдены выражения для плотности внутренней энергии

щС:) и давления Р(а) (а = п, р). В формулах (24) использованы обозначения

Ф; ( k)::» )= г (j ~ 1) I~; [1 + ехр (~ - k)~:) )Г
1

~ (25)

- интеграл Ферми индекса j [2]; г (j + 1) - гамма -функция аргумента j +
+ Г ; h - постоянная Планка.

Используя известные приближени я для функций (18) [5] и (25) [2], справед

ливые дл я различных диапазонов изменения их аргументов, можно значи 

тельно упростить аналитическую стр уктуру полученных уравнен ий состоян и я

дл я з- , n- и р-подtистем .
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УДК 539.3

Г. Т. Сулим

ПРИМЕНЕНИЕ ФОРМУЛЫ СОМИЛЬЯНО В ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

ДЛЯ ТЕЛ С ТОН КОСТЕННЫМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ

Рассмотрим тело V, о граничен ное поверхностью S в общем случае анизотропии,

когда закон Гука имеет вид[З]

аа(3 = Са(3ЛJ.18 ЛJ.1 '

Пр иведем формулу Сомильяна [3]

uk (~) = ~ [Pil1 (х) Иk) (х, ~) - н, (х) pik
) (х, Ш dS (х) +

s

+ I х, (х) U~k) (х, ~) dV (Х),
v

выражающую компоненты вектора перемещений и тела V в зависимости от пе

ремещений и! (х) и нагр уз ки Pin (х) на поверхности S с внешней нормалью

; (n1, nz, nз) и от массовых сил Xi . Здесь uik ) (х, ~) - компоненты тензора
перемещений Грина, определяющие перемещения в точке х (X 1, Xz, хз) в направ

лении оси х, от действия в точке ~ (~l ' ~2' ~3) единичной сосредоточенной силы

в направлении оси Xk ; функция p~k) (х, ~) является составляющей усилия на

поверхности S от деформаций, порожденных перемещениями uik ) (х, ~) , т . е .

(k ) (k) t"7 xU ( k ) ( 1:) t"7Х _ . d (3)
Рl (x,~) = a i j nj = Cijmrtnj .~n т Х, "' , уn = "'dX"

n



-- Согласно работе [3], ДЛЯ решения граничных задач теории упругости

формула Сомильяно имеет только теоретическое значение, так как на границе

тела могут быть произвольно заданы нагрузки

Pin==IJijnj = f; (i = 1, 2, 3) (4)

или перемещения и, = gi' Их можно задавать и вперемежку в количестве

трех штук, отличающихсязначениями индекса i, но не в совокупности.

Дадим несколько другую и более полезную интерпретацию формулы (2).
Для этого рассмотрим поверхность 5 как разрез внутри бесконечного простран

ства (анализ ограниченной области ничего по существу не меняет, только уве

личивает громоздкость за счет оперирования дополнительным интегралом по

внешней поверхности), имеющий две кромки s+ и 5- с нормалями ~+, ~
соответственно. Обозначивчерез p~k)± (х, s) соответствующую (3) функцию на

поверхности 5±, запишем

p~k)± (х, s) = Cijтl/nrV~Ur::.) (х, s), (5)
откуда

p~k)+ (х, ~) = - p~k)- (х, s). (6)

Теперь формулу (2) можно представить так:

llk (s) = f [а; (х) U~k) (х, s) - Ь; (х) p~k) (х, ~)] dS (х) +
s

+ sХ; (х) Иk) (х, s) dV (х), (7)
v

где а; (х), Ь ; (х) - скачки компонент векторов напряжений и перемещений на

поверхности:

а; (х) = Pf;,+ (х) - Р-;;'+ (х), Ь; (х) = ut (х) - и; (х) (i = 1, 2, 3). (8)

В формуле (7) под поверхностью скачка 5 подразумевается 5+, а под нор

малью - ~+ ; PE~± (х) - компоненты вектора напряжений Р;± на поверхности

S ± -± О ± ± -
с нормалью п: , чевидно, что РЕп± = - Pin:f:, В частности РЕп- =

= - Р-;;'+, и напряжения изменяются при переходе через 5 непрерывно, если
+ - -pin+ = -РЕп- = Р,п+'

Скачок напряжений можно ввести в соотношение (7) и другим способом,

распределив вдоль поверхности 5 сосредоточенные массовые силы Х, (х) =

= а, (х) о (5). Здесь о (5) - дельта-функция, сосредоточенная на поверхнос

ти 5.
На основе выражений (7) определяются компоненты тензора деформаций

8a~ Ю = [V~Ua](a/l) = [J (а; (х) V~U~a) (х, s) - Ь; (х) Vbp~a) (х, s))d5 (Х) +

+ SХ; (х) VЪИа) (х , s) dV (X)l ' (9)
V J(a/l)

где (сф) означает симметризациювыражения в квадратных скобках по указан

ным индексам [5].
Для определения компонент напряжений нельзя непосредственно восполь

зоваться соотношениями (1), (9), так как, введя скачок перемещений, мы осу

ществили своего рода пластическую деформацию, которая не удовлетворяет

закону Гука, точнее, вообще не вызывает напряжений. Поэтому для получения

IJa/l необходимо из правой части (1), где 8л J.l. выражаются формулами (9), вы

честь автоматически туда включенные фиктивные напряжения, полученные из

пластически х деформации по за кону Гука.

Итак, если скачок перемещений равен Ь; = uf+ - ur, то пластическая
деформация определяется выражением [2]

~/I = 0(5) [nab/l](a/l)
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и соответствующие по закону Гука фиктивные напряжения

a~B = SСаf!ЛlJ,n"ЬЛ (х) б (~ - х) dS (х) .
s

Здесь учтено, что

f Ш б (5) = \ f (х) б (s- х) гз (х).
со

Окончательно

ааВ @ = S( а; (х) Саf!л lJ,vtИл) (х, s) - Ь; (х) [Саf!лlJ,vtр~Л) (х, ~) +
s

+ Са f! i lJ, l1 lJ,б (s - х)] } d5 (х) + j Х; (х) Ca f!I•.цv~ulл) (х, s)dV (х). (10)
v

Есл и только U;k) (х, s) = U~k) (s, х), то V~ ~ V~, 11 тогда V~р}Л) (х, ~) ,

как и выр ажени е в квадратных скобк ах равенства (1О), совпадает с функция

М!! - UKl! (х - s) n; и _5ЛlJ, i/ n j работы [Г].
Предположим, что в теле V вдоль поверхности 5 ло кализова но тон костен 

ное включение типа тонкой оболочки . Считаем, что известна меха ническа я мо

дель включен ия , т . е. построены шесть УСЛОВИЙ взаимодействи я включения с

матр и цей , которые связывают на пряжен и я и перемешена я на п ротивоположных

кромках п рослойки .

11) j (и,:!:, pr;,±) = о на S (pf ,± = ajn r; j = Г6; i = 1, 3). (11)

Б ч и сле па раметров фун к ции 1Pj могут быть толши н а включен и я, его физико

механ и ческ ие хара ктерисгики и т. д . Например, есл и ВДОЛЬ 5и (5 = 5" U 5а)

вн едрена с натягом gi± абсолютно жесткая пленка, а 5а пр едставл яет разрез с

заданными н а его кромках усилиями н, то условия (1 ]) имеют в ид

Uг = gf на з; Pt. ± = ff на 50 (i = i . 2, 3). (12)

Одной из н а иболее простых я вл яется в инклеровекая модел ь [7] плоско

ГО Б плане упр угого включения толщиной 2h (Х1, x,J с модул ями Юнга Е и

сдв и га О :

ai5 = Лi [ut - ип , Л1 = Л2 = GI(2h), ЛЗ = EI(2/,) ( ~i ) ' (13)

Эта модель при симметричной относительно плос кости Х:) = О на гр узке

была использована в работе [4] при ut = uз , Л 1 = Л~ = о ( касагел ьные на
пряжения на поверхности ра здела матери алов р г вн ь, и улю). В осесих :,: тр и ч

ном случае [61 дополнительно учтена винклер овсвая реа иш -я н а сдвиг:

a~ = а;fз, аfз = 2лзu;- (x l , х2 ) , a1j = 2лзuj (Х 1 , Х2 ) ·

Подставовка выражений (7), (10) в условия вза имодействия (11) приво

дит К системе интегральных уравнений относительно функций ска чка, опреде

ляющих напряженно-деформированное состояние тела. Решение эти х ур авне

ний требует п редварительной их регуляр изации [1, 8]. Нал ичие вн утренних

силовых фа кторов и их действие на границу тела учитываетс я добавлением к

правым частям соотношен и й (7) , (9), (10) функций и2 (s), E~B (s), a~B (s), пред
ставляющих однородное решение задачи (для соответствующим образом нагру

жен но го тела без включений).

Пусть 51 (57") - часть поверхности 5. ограничивающая тело V. Тогда,
есл и на 5 1 а заданы усилия f" а на 51" - смещения gi' то условия взаимодей

ствия (11) запишутся та к:

Р-;;'+ = О, pt,+ = fi на 51a ; Ui = О, ut = gi на 5 !и (51 = 5 Ja U 5 1 и) . (14)

в этом случае тр и функци и скачка известны заранее, а оставшиеся тр и подле

жат оп ределен ию из соответствующих систем интегральных уравнен ий (51
поверхность скачка в неограниченномпространстве).
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Таким образом, формула Сомильяне в интерпретации (7) имеет практиче

ское значение при решении граничных задач и постановке задач теории тонко

стенных включений любой механической природы в анизотропных телах про

извольной формы. В последнем случае необходимо только построить достаточ

но простую, но адекватную модель включения типа (11). Предложенный под

ход имеет также топреимущество, что для решения соответствующих задач

для многосвязных тел используется тензор Грина неограниченной области.
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ОСЕСИММЕТРИЧНОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ

НАГРЕТОЙ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОй СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

С КРУГОВЫМ ОТВЕРСТИЕМ ПРИ ДИФФУЗИОННОМ НАСЫЩЕНИИ

Тонкостенные конструкции оболочечного вида с диффузионным упрочнением

или покрытиями типа тонких оболочек являются широко распространенными

элементами различных изделий, способных надежно работать в заданных

эксплуатационных условиях. В этих случаях при оценке их несущей способ

ности существенную роль играют явления, обусловленные немеханическими

процессами, например диффузией тепла и вещества [2]. в данной статье прове

дено исследование влияния указанных процессов на Физико-механическое по

ведение пологой трансверсально-изотропной оболочки.

Рассмотрим бесконечную пологую сферическую оболочку с круговым от

верстием радиуса го, материал которой представляет собой двухкомпонентный

твердый раствор с низкой сдвиговой жесткостью при постоянных начальных зна

чениях температуры to и концентрации со ' При этом через поверхность оболоч

ки z = + h осуществляется конвективный тепло- и массообмен с внешней

средой, температура и химический потенциал которой постоянны и соответствен

но равны tc и I-tc' Контур отверстия, через который происходит теплообмен по

закону Ньютона, принимаем свободным от напряжений и массоизолированным.

Учитыва я малое время релаксации температуры по сравнению с процес

сом диффузии, с достаточной точностью можно принять в начальный момент

времени распределение температуры в оболочке установившимся. При этом,

пренебрегая в [3] связанностью физических полей с полем деформации, а также

влиянием изменения концентрации на распределение температуры, задача

об определении усредненных температуры, концентрации вещества и напря

жзнного состояния при одинаковых коэффициентах тепло- и массообмена

(ht = hi = h" h;t = н; = hlJ.) сводится к решению системы уравнений

f!.T, - Ь7Т, = (2i - 1) b;t, (i = 1, 2),

(~- 5; - д~o ) С ; + do('Il~ - БJ Т, = (2i - 1)бi~Jd~·t; (1)

~Wl = О, L1w2 = a4RF{c+ h (1 + v) (2g2 -~) F4'c.
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