
11 е (х) Е ,,_:

11 - тз (х)

Из равенства рангов и инвариантных многочленов матриц

l
' е (x~E" _1 О

- В (х ) Е!

51lе (х) '" 51n/:' (х)

5,,-t l е (х ) ... S,,_t,,8 (х)

следуют существо в ан ие и единственность матрицы У1 (х) . Теперь р авенство

определителей левой и правой частей уравнения (7) у казывает на обратимость

матрицы V (х) , что пр иводит К подобию матриц А (х) и В (х) . Теорема 1 до­

казана .

Теорема 2. При выпол нен ии условий теоремы 1 матрица Н такая, что

А (х) = НВ (х) н:', И имеет вид

I 511 ••• 51"

H=Cl ' / .
5,, [ '" 5" "

Доказательство этой теоремы п роводитс я с использован ием теоремы 3 и

следстви я 2 работы [3].
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Разложение функций в соответствующие цепные дроби является одним нз наи ­

более употребл яемых способов построения ее дробно-рациональных пр иближе ­

ний [7]. При исследовании сходимости соответствующих цепных дробей с

комплексными компонентами существенно используется представление их

подходящих дробей в виде произведения дробио-линейных отображений [8]
n

PQ" = ~ 01 b
i

! = t}t2 •• , tn ( О) , t ; (w) = Ь ~
n ;= 1 ' i W

Та кое представление дало возможность Стилтьесу построить четную инечетную

части цеп ной дроби [5], на основа н и и которых было введено пон ятие фундамен ­

тальных неравенств [8].
Определение 1. Четной (нечетной) частью дроби

_1_1 + ~~ (1)
11 ;=2 1I

называется дробь, подходящие дроби которой совпадают с четными [ нечет­

ными] подходящими дробями дроби (1).
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Определение 2. Дробь (1) удовлетворяет фундаментальным нераьенствам,

есл и существуют та кие числа " >- О, что

'i 11 + а, + ai+1 1;;;, ' ,Т /_. ,! Iа, 1+ IаС+1 1, i = 1, 2, ... ;

01 = О, '-1= О, '0 = О. (2)
Существует две интерпретации фундаментал ьных неравенств: если ряд

00

~ '1 '" Гр сходится, то дробь сходится; если первые два неравенства в (2)
;:1
стро гие , то четная и нечетна я части цепной дроби сходятся.

Эти интер претаци и используются при установлении большого числа п ри­

з наков сходимости дробей , в частности, та ких, как признак Ворпицкого, пара­

боличес кая тео рема [8].
в работа х [3, 4, 6] введено понятие двумерной соответствующей цепной

дроби для двойного степенного ряда . Вопрос поточечной сходимости та к их

дробей п риводит к рассмотрению числовых дробей вида

_1_' + f ~, ф. = 1 + ~ am+i ,i l + f ai.m+i 1 (3)
1ФО ~:...J I Фi ' .i.J I I ~ 11 '

,= 1 m=! =1

где ан - ком плексные числа.

Определение 3. n-й подходящей дробью дроби (3) называется конечн а я

дробь

Giil

I cDi"- i
)

+I
m= l

ai,m+il
11

. (4)

Здесь [n /2] - целая часть числа n/2 ; ф)о) = 1.
Замечание 1. n- я подходящая дробь содержит все элементы ац, сумма ин­

дексов которых не превышает п ,

Определение 4. Двумерная соответствующая цепная дробь называется

сходяшейся, если существует и конечен предел последовательности ее подхо­

дящи х дробей.

Дадим определен ие подходящей дроби цепной дроби (3), используя КОМ­

позипию дробно-линейных отображений.

Пусть

lij (w) = 1+ aijw ' i =1= j; i, j = О, 1,

и

'и (х, у, г) = 1 . 1 2
+ + ' l= , ,

1 ai,i_ lx + ас_цу aiiz

(5)

(6)

Тk-i,i = li+2. i1i+з.i '" lk-i.i (1),

Ti,k-i = li,i+2li,i+З ... t i.k-i(1), O ~i~[+]-l, k>i, k>2.
(7)

Тогда

А 2n
-в-- = '11 (Т2n •о ;

2n
... .. ,

In+l.n+1 (О, О, О)) . .. ),

11211+ I (Т . Т . Т' Т-в-- = {11 2n+ I,0 , 0,211+1, t22 (2n,1, 1.2n;· •• ; I l1n Х
21l+ !

х (Тn+2•n- ! ; :( "-1,,,+2; {l1+1.n+1 (1, О, О) ...),

n=1, 2, ... , A1 /B 1 = tll (l , 1, 0)=(I+а10+аО1гl.
Замечан ие 2. В дальнейшем формулы типа (7), симметричные относительно

перестановки индексов, будем записывать в виде
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предполагая спр аведливость аналогичной формулы и при перестановке ин­

дексов .

Построим четную и нечетную части дроби (3). Пусть

a 2r, 2i+ J

1+ a2r,2i+ l + a2r + 1,21+ IW

k = i + 2, п - i ; r = i + 2, п - i + 1, о :::::; i:::::; [т] - 1.

Тогда

T 2f1-2i+ I,2i-1 = t21+ I,2i - 151+ 1.2i - 1 • • . 5,,-1.21-1 (1) =
tt-i

-;-:,.......,-_1--,1__ + ~ - a2k-I.2i-la2k.2i- l I
11 + a 2i+ 1,2i-1 k=I+1 11 + a2k,21- 1 + a 2k+ l ,2i - l

-Следовательно,

(10)

где

f/-i n-i

Р(,.,,-о = А,',' +"'" (Xi+p,i' + " (X': ,I+ p I р(О) _ А • (11)
t" L.J 1~ .LJ I ~. . ' ,, - tJ"",

р= 1 l+iJ. I p=1 ,. ,+р

~и = 1, ~1+ I , i = 1+ a i + 2,i, (Хи = аа , (XI+ J.i = a l+I .I(Xoo = 1,
( 1 2

С

)
(Xkl = - a2k-I- 2.la2k-I-I, i, ~ki = 1+ a 2k-I- i,i + а2k-Ц ,

i>- О, k-i >- 2.
Определение 5. Дробь

f (X~.' ' Pi = ~il + f (Xm+ I'.i . 1+ f (XI.т+i I (13)
1= 0 I m= 1 1 ~т+,. , т=[ 1 ~I,т+i

'называется четной (нечетной) частью дроби (3), если для ее подходящих дро­

бей Р"/Q,, справедливо равенство

P"/Q,, = А2"/В 2,, (P"/Q,, = A211- I/B2,,- I ) •

.Здесь

(хи' )
IF~fI-i)

и F\"-i), i = О , п определяются согласно формулам (11).
По доказанному компоненты (Xi ; , ~Ii и, j = О, 1, ... ) четно й части дроби (3)

определяются по формулам (12
С

) .

Аналогично доказывается, что дробь (13) является нечетной частью дроби

(3) в том случае , когда

(Хоо = 1, с/"и = ан, ~II = 1 + al+l,1 + al.i+l,

·(J.ki = - а2k-I-ц а2k-i ,i, ~ki = 1+ a 2k- i .i + а2k+l-Ц; и ;» i, i = О, 1, .,. (14
С

)
Определение 6. Дробь (3) удовлетворяет фундаментальным неравенствам,

если существуют такие действительные числа flj > О (i, j = О, 1, ... ), о < '\' <
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(16)

1
<2' что

а) Гц 11 + a i+J,i + aioi+ll > 2Ги тах {I аи 1, 1ai+I,i+ll} + тах {I ai+I,i 1, 1aioi+ll}:

\
б) 'i+l.i 11 + Щ+2. i I~ 1Щ+2.i 1+ v ' i+J.i Ia i+l.i 1;

В) 'i+2.i i 1 + ai+ 2.i + ai+3,i 1~ 2ri+2,iTU 1Щ+2, il + 1 ai+3,il; (15
С

)

г) Ti+i,i 11 + ai+J,i + ai+i+l .i 1~ fi+J,i fi+j-2.i 1ai+J,i I+ I ai+i+I,i 1. Г> 3;

\
д) l аu l~ т ( I - 21') 2 ; i= 0,1,2, ...

Теорема. Если дробь (3) удовлетворяет системе фундаментальных нера­

венств (1БС) , то ее четная и нечетная части абсолютно сходятся.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нечетная часть дроби (3) эквивалентными пре­

образованиями с учетом неравенств а), в) и г) для четных j приводится к виду

D ( ) = gooXooI + ~ gi-l .i-lgiiхU I
Х 12 +Fo ~ 12 +Р; ',=1

где

к« = 1- тах {I ai+l.i 1, Iац+ ! I} {Гu 11 + ai+J,i + ai, i+1 Iг
1

;

gp+i, i = 1-1 a Zp-/-i+l.i 1{r2p+i.i 11 + а2р+Ц + azp+l+i,i Iгl ; (17
С

)
Р= 1,2, ...; i=O, 1, ... ; O~gij~l, i=l=j; O<g{(~I.

Положим в дроби (16) все Xlj = -1, i, j = О, 1, . .. ; Хоо = 1. Полученную

дробь обозначим через D (-1), а ее подходящие дроби - через Cn!Dn• п =
= 0.1, ...

Учитывая формулу разности между подходящими дробями дробей D (х) и

D (-1) [2J, легко убеждаемся, что

I~ _ Рm I~~-~ (г<m).
о, Qm ---::: о.; о,

Поскольку подходящи е дроби {Cn/Dn} монотонно возрастают. то для

доказатель ства абсолютной сходимости нечетно й части дроби (3) достаточно

показать ограниченность сверху последовательности {CnlDn}:

.Здесь

F~'.!....l = 2.

Учитывая признаки сходимости g-дробей [81, получаем

1/F\n-') ~ 1/(2gu),

поэтому

Сn Ч2 1 Ч41 1/4\
75;:<-1-\-- .-1-1---1-1-- ... =1.
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Четн ую часть дроби (3) эквивалентными иреобразован и ями с учетом н е­

равенств б) , д) и г) для нечетных j п риводим к виду

00

+I
;= 1

11+- уФ;
(18)

g i+l,i = 1-1 a i+ 2.i 1{r i+l .i 1I + ai+ 2.i ' Г ';

gi+p,i = 1-1 a2p+i+l.i I {r 2p+i- l.i 1I + a2p- l+ i,i + a2p+i.i I Г ';

о ~ gi j~ 1, Р = 2, 3, . .. ; i = О, 1, ...

Как и в случае сходимости дроби (16), негрудно по казать, что дробь

мажорируется дробью [1]

--;-;_;;-1,---1 _ ~ Iaii 1/(1 - 2у) 21 ,

11 -2y i=1 11

которая абсолютно сходится, согласно признаку Вор п ицко го .

(1 8)
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ПОСТРОЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

для ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, КОЭФФИЦИЕНТЫ КОТОРЫХ

ИМЕЮТ ОСОБЕННОСТИ ТИПА ДЕЛЬТА-ФУНКЦИИ

При исследовании сложных колебательных систем полезно иметь аналитиче­

ское выражение характеристического определ ителя . Поэтому интенсивно

развиваются аналитические методы построения характеристических определи­

телей [3---:5] . Эти методы удобно применять на ЭВМ, предусматривающих авто­

матизацию аналитически х преобразованиЙ. В данной работе предложен ана­

литический способ построения характеристических определителей для ди~­

ренциальных уравнений, которые содержат коэффициенты с особенностями

типа дельта-функци и . 'Та кими уравнени ями описываются , в частности , задачи

о малых колебаниях и устойчивости стержней с заданным числом сосредоточен­

ных масс и упругих опор. Эти уравнения имеют вид

34

т

L [у] - ~ (J., ia i (х) у (х) б (х - х;) = О,
i=l

(1)
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