
(10)

Л~~2 l'? ) sin{' 8 cosko 8.>< e (2M+l) 6if - -=- ln cos е . d8 +
о о sш (8 + ер)

Ч/ :)

+~ .-(сМ + I ) q;i . ( (2M +1 J6i f (_.2.. 1 е) sin
i
· 8 cos

k•
8 dЭ}.

i е J е (J n COS sin (8 _ ер)
о

Если в р авенстве (1 0) известными методами [3, 4] найти асимптотические раз

ложени я интегралов, сохран ив первые члены этих р азложени й , то придем к

соотношен ию (2).
Полученная формула дает возможность судить о скорости сходимости

fN (t) И f (t) и может быть использован а для выбора чи сел удерживаемых членов

пр ибл иженного ряда .
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ОБ ОБЩИХ ДЕЛИТЕЛЯХ МАТРИЧНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

П ь сть Р - поле, а Рь. - со вокуп ность k х l-матрно: над Р. Пусть, далее,

А (х) = АохР + A1xP-
1 + + А""

В (х) = Вохч + В1хч- 1 + + ВЧ '

А .. В; Е Р".n (i = О, 1, .. .• р; j = О, 1, ... , q) - два матричных регулярных

многочлена (iА о I =f= О, I во I =f= О) . Иссл едуем вопро с об общих дел ител ях мат

ричны х многочленов А (х) и В (х) и установим необходимое и одно достаточно е

услови я существован и я общего ли нейного унитального делителя этих много

членов .

В работе [1 J приведены условия существовани я общих собствен н о го зна 

ЧЕ'НИЯ и соответств ующего ему собственного вектора регулярных матричных

многочленов А (х) и В (х), коэффициенты которых А" В; Е СП п (i = О, 1 ... р:

j = О, 1, ... , q).
Рассмотрим матричные уравнения

ХА = В, (1)

УС = D, (2)

где А EP,z; В Е Pn,t; С Е P,.k; D Е е..: Х, У Е е., и Х, У неизвестны .

Лемма 1. N\атричные уравнения (1), (2) имеют общее решение тогда н толь

ко тогда, когда

rang 11 ~ ~ II = гапя ] А C~.
Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Через х" У " Ь" d, обозначим i-e стро ки матриц

Х, У , В, D соответственно . Тогда нз уравнений (1), (2) можно записать n пар
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уравнений

XiA = bi , (3)

у/С = di (i = 1, 2, ... , n). (4)

Каждая пара уравнен ий (3), (4) имеет общее решение тогда и только тогда,

когда

rang 11~ ~!I = rang 11 А CII·

Дальне йшее доказ ател ьство очевидно .

,Введем следующие обозначения:

Ао
А 1 А о

А 1

А р BQ
--~-~ ----~----

о

1- - - -

Во

81 Во

В1

А о Bq Во

А1 А о BQ В1 Во

А1 В1

А Р_ I Bq_ 1

А о АР_I BQ
Bq_ 1

q-I р_ 1

На нез а полненных местах в матрица х М и Q стоят нули.

В дальнейшем , где это не оговорено , под делителем подразумеваем левый

делитель .

Теорема 1. Пусть матр ичные многочлены А (Х) и В (х) имеют общий ли

нейный ун итальный делитель , т. е .

А (х) = (Ех - D) F (х), В (х) = (Ех - D) G (х),

где Е - един ична я матрица . Тогда

rang N = гапg М.

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Пусть Ех - D делитель матр ичных многочле

нов А (х) и В (х). На основании .обобщен ной теоремы Безу

A(D)=DPAo+Dp-1Аl+ ". + Ар=О,

В (D) = хге, + DQ-'B
1 +...+Bq = О.

Запишем матрицу
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Здесь Е, обозначает единичную матрицу порядка i. Тогда матрица R удовле

творяет р звенству

RN=II м 1\
Onx(p+q)n '

где O n x (p+q)n - нулевая n Х (р + q) n-матрица . Поскольку I R I =1= О, то от
сюда получаем, что rang N = rang М.

Пусть дано матричное уравнение

ХМ = 11 ~~_.~-=- Аз ~_.._. ~ - Bql' (5)
q р

где X = IIX1 Х2 .. о XP+rr-I/I, X iEPn•n (i= 1,2, ... , p+q-1).
Лемма 2. Матричные многочлены А (х) и В (х) имеют общий линейный уни

тальный делитель тогда и только тогда, ко гда уравнение (5) имеет такое ре

шение:

(6)

что 5i = 5~+~=; для всех i = 1, 2, .. . , р + q - 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ех - D - делитель матричных много

членов А (х) и В (х). Тогда матрица

11 Dp+q
-

,
DP+q

-
2 о. о D 11

есть решением уравнения (5).
Наоборот, если уравнение (5) имеет решение вида (6), то легко видеть, что

Ех - 5p+q- 1 является делителем матричных многочленов А (х) и В (х).

Теорема 2. Пусть для матричных многочленов А (х) и В (х) rang N =
= rang М. Если матрица Q неособенная, то А (х) и В (х) имеют общий линей

ный унитальный делитель, причем он единственный .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим уравнение (5) и уравнение

YQ = 1/0 о о о О -Ар О ." О -Bq ll, (7)
--~- ---~---

где У = !IХ2, Ха, ..., Xp+q-111. Поскольку rang N = rang М, то уравнение

(5) имеет решение. Учитыв ая вид матриц Х и У и то, что уравнени е (7) имеет

единственное решение, заключаем, что уравнение (5) та кже имеет единств ен

ное решение 5 = 11 51 52 .: 5 p+q- 1 /1, где 11 52 ... 5 p+q- 1 11 = 11 О о' о 0 
- Ар О ... 0- Bq 11 Q-I - решение уравнения (7). Подставив в уравнения.
(5), (7) их решения, получим такие равенства :

1151 52'" 5 p+q- 2 ilQ =

= 110 ... о -5р+q_1Ар О .. . О -5р+q_JВq /l , (8)
;:1--- '- Р::"1 ~--

IJ52 5а • · • 5p+Q_ 11IQ = 11 0 ... О - Ар О о •• О -Bqll. (9)
~--q.:::т--- ---~~l-~

Умножаяобе части равенства (9) слева на матрицу 5p+q- 1 и сравнивая левые

части полученного р авенства и равенства (8) , получаем

1151 52" о 5 p+q_ 2 1IQ= 115p+q-152 ... 5~+q_,IIQ.

Отсюда следует, что 5, = 5~+g=; (i = 1,2, о •• , Р + q - 1). Тогда на основа
нии леммы 2 Ех - 5 p+q- 1 является делителем матричных многочленов А (х)

и В (х).

Единственность общего делителя следует из единственности решения урав

нения (5). Теорема доказана.

Следствие. Пусть

А (х) = Ех
2 + A1x+ А2 • В (х) = Ех2 + B1x+ В2
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о

Е

8'1

Ео

Е

Е

-----.r-----
1)- 11+ '

81

rang 80 Во = rang
Во В 1

(A i , В, Е Рь. « (i = 1, 2), Е - единичная матрица) - матричные унитальные

квадратные трехчлены . Пусть, далее,

Е О Е О

А 1 Е В1 Е
rang = rang

А 2 А 1 В2 В 1

О А 2 О В2 :

Если матрица А 1 - В1 неособенная, то трехчлены А (х) и В (х) имеют общий

линейный дел итель Ех - D, причем D = - (А 2 - В2) (А 1 - В1Г ' .
Аналогичными рассуждениями можно получить следующий критерий

делимости матричных многочленов.

Лемма 3. Пусть

А (х) = АохР + А 1х
р- 1 + ... + Ар; В (х) = ВохО + B1X

O
-

I + '" + Во.

А " В ;ЕРп• п (i = О, 1, ... , р: j = О, 1, ... ,q), p> q
и 8 (х) - регулярный матричный многочлен. Тогда В (х) является дел ителем

f\ (х), т . е . А (х) = В (х) С (х) в том н только том случае, если

Во 11 Во Ай

В 1 Во IВ/ Во А 1

l ' В[

!Во

i
,1
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Рассмотрим полиномиальные матрицы А (х) = Ех'" + А 1хm-
) + ... + А т

и В (х) = Ех» + B1xm- I + ... + Вт' где А;, В; (j = ~) - п Х л-матри
цы над (С. Пусть diag (1, ... , 1, е (х) , ... , е (х»- нормальная форма Смита мат-

I

ри ц А (х) и В (х). Тогда А (х) и В (х) полускалярно эквивалентными преобразо

ва н и я м и [3] приводятся соответственно к виду

11

E n-t О 11

в (х) в (х) Е I •

где

а!1 (х) ... aln-I (х)

Случай t = 1 исследован в р аботе [4].

А(х) =
ан (х) •. , a!n-t (х)

в (х) =
Ьн (х) ... b1n- 1 (х)

bll (х) ... btn-t (х)
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