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О ПОГРЕШНОСТИ пвивлижвнного ОБРАЩЕНИЯ

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА С ПОМОЩЬЮ МНОГОЧЛЕНОВ . ЯКОБИ

Вопросам оценки погрешности и услови ям СХОДИМОСТИ п риближенного обра ­

щения преобразования Лапласа с ПОМОЩЬЮ ортогональных многочленов по­

священы работы [1-4]. В работах [1, 2] п р едполагались достаточно жестки ­

ми условия на ор и гинал И е го изображение по Лапласу , в р абота х [3, 4] полу ­

чена оценка погрешности сверху . В настоящей статье для определен ного кл асса

оригиналов получена асимптотическа я формула для погрешности прибл и­

женного обращения п реобразования Лапласа с помощью многочленов Я коби.

Теорема. Пусть неп рерывно дифференцируемая фун кция обладает свойст­

в ами

{
А + B{'e-utv!пQt, t --rО ,

f (t)= C +Dt0e-~t lпSt , t --rco,

где А, С, 1', 8, v, q, S - произвольные числа; В, D :f-= О ; и , v> О; t Е [О , со ) .

Тогда для достаточно больших N спр аведли ва формула

NN (t ) = f (t) - fN (t) = _2_ s in-i o <р cos- ko <р {- sin (2Mq:> + 'У] о) [ АГ (1 + i o) Х
л . Sln q:>

Х (2мг (l+ i о) sin ал + Ва-t'ф (М)] + (- l) N cos (2:~:: 'У] о) [СГ (1 + ko) Х

х (2мгО+ kо) sin (~ - "1~ ) л + D ( 2;] )0Г (1 + k) R~ ( 2мг( l +k J Х

Х (s in 11- 1j)( ~~ k) '(8 s i n ( 11 - <P1 ) + ~2 Sin (11 -cr1- CP2)))]},
. {33 } f21'0/a - 1/2' С =1= О ,

CG < ппп 2' 21' + 2 ' ~ < l 2 (1'0 + v)/a - 1/ 2. С = О.

Здесь введены обозначен ия : 'Ф (х ) = Г' (х)/Г(х) ; .J

jГ (l + i 1) RЖ (2мг(l+i, ) [s in 111 +~: 1р (l + i 1) s in ( 1Ъ - <Рз) ] , u = О,
Ф(М) =

l+i' R1 V 2л [ 1+ 2ы ыл ] О't 11- 1 4 fl2 (1+ 2щ) ехр - ~L2 2ы cos 1+ 2щ cos 113, и> ,

t = - ~ [ п cos <Р; 2М = 2N + а + ~ + 2; i o = +- а;

k - 2"10 R 3 . 2и
о - -а- - t-' - Т ' i 1 = 2у + i o; k = -а- + ko; со = - v;

по = - (1 + 2а) ~ ; 11 = (~ - 1'0t v ) Л + 8 СРl +S<P2;
I (3)

( w ) 1+ 200
111 = (а - у) л - q<рз ; 11-1 = \2uш ~\1 ;

[

(.1.2 = [2U (JЮ ОО (2М )2Ш ] 1+2Ш; NЗ = (у - а + -})л +



+ (2у-а + 1)
Ы1"( ] + 2(1) (1)1"(

I + 2(1) + QCP4 - ).!2 2ш sin I + 2ш

CPl = arcsin 2~] ; R2 = 1/1n 2 2~J + cpf

ер2 = arcsi n <PR
1

; Rз = V ln2 (4М20) + л 2 ; СРз = arcsin-Rл ;
z а

к, = {1П2 f~f + (1+ 1~~ш )2 л2 ; ер4 = arcsin [ (1+ 1~Ш2Ы) ;41;
fN (() - N-я частичн ая сумма ряда р азложения ор и г инала по смещенным много­

членам Я коби н изображен ие Лапласа F (р) ИТ f (t) есть аналитическа я фу н к­

ци я в полуплос кости Ре р > Уа ·

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим

N+K
!::,fNK (t ) = t N+K (t) - t N (1) = /1 (t ) 2: ;n p~ (a. B) (e- Ol

), (4)
n= N I Гn

где

11(t) = ехр (- ot ( 1 + ~ - I'о/о ) ] [1 - ехр (- ап('";

гn = Г (n + а + 1) Г (n + [) + l) /(nl Г (n + а + ~ + 1) (2n + а + ~ + 1));

p ~ ('7- . B ) (х) - присоединенные многочлены Я коби . Очевидно , сп ра ведл иво ра­

ве н ство

~~ !::,fш( (t) = MN (t) = f и) - [н (t) . (5)

Используя интегральное представлен ие для аn и формулу Кристоффел я ­
Да р бу [5], легко показать, что

л

tN (t ) = 2ан+ ! h ({) S/ (- -} ln cos {-) K~·B) (8,
о I

Здесь

'?Vn
• О а- -1 8

ер) э г п 2 cos ""2 d8. (6)

N

K~'(3) (8, ер ) = ~ -;- p~a. (3) (cos ср) p~a.?» (сов 8). (7)
Il=O n .

Извесг.ю [51, что для больших N , 0 < 8, ер < л выполняется асимптотическая

формула

/< ~::. tJ )( 8,ер)=2-а-f3-2k(О)k ( ер){ sin [M .(<p+ ~ :2fJol + S iП [М (<р_-80) ] } . (8)
S1П -<Р-- SIП -<Р__

2 2

-a- ~ -p~~
:l - . " }

где k ( х) = 1/~ (sin ;) (cos ~ ) - . Учитывая формулы (8) и (6),

из равенства (4) на ходим

л/2

!:J./нк ({) = ~ k (2ер) h (L) Re {e-2 1. СР I \' /1.8if (- ~ lп сов 8) х
УЛ о а

71. / 2

Х siп [К (8 - <р) ] sin10 8 cosk, 8d8 + еЩQJ+~ t1·)1 (" /1.81/ (_ 2- lп cos е) х
Slll (8 - ер) J а

о

Х sin [К (8 + ер) ] . 1.0 k· 8dOl _'">' = 2M...I-, К + 1. (9)
si l1 (8 + <р) S I П~ COS f' л

Переходя в выражении (9) к п р еделу при К - 00, используя при этом лемму

Римана [6J, полу чаем

!:J.[N (t) = - 2 k (2ср) h ({) Re {_'. e(·M+!)q; I+"'YI .i Х
УЛ l'
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(10)

Л~~2 l'? ) sin{' 8 cosko 8.>< e (2M+l) 6if - -=- ln cos е . d8 +
о о sш (8 + ер)

Ч/ :)

+~ .-(сМ + I ) q;i . ( (2M +1 J6i f (_.2.. 1 е) sin
i
· 8 cos

k•
8 dЭ}.

i е J е (J n COS sin (8 _ ер)
о

Если в р авенстве (1 0) известными методами [3, 4] найти асимптотические раз­

ложени я интегралов, сохран ив первые члены этих р азложени й , то придем к

соотношен ию (2).
Полученная формула дает возможность судить о скорости сходимости

fN (t) И f (t) и может быть использован а для выбора чи сел удерживаемых членов

пр ибл иженного ряда .
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В. М . Петричкович, В. М . Прокип

ОБ ОБЩИХ ДЕЛИТЕЛЯХ МАТРИЧНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

П ь сть Р - поле, а Рь. - со вокуп ность k х l-матрно: над Р. Пусть, далее,

А (х) = АохР + A1xP-
1 + + А""

В (х) = Вохч + В1хч- 1 + + ВЧ '

А .. В; Е Р".n (i = О, 1, .. .• р; j = О, 1, ... , q) - два матричных регулярных

многочлена (iА о I =f= О, I во I =f= О) . Иссл едуем вопро с об общих дел ител ях мат­

ричны х многочленов А (х) и В (х) и установим необходимое и одно достаточно е

услови я существован и я общего ли нейного унитального делителя этих много­

членов .

В работе [1 J приведены условия существовани я общих собствен н о го зна ­

ЧЕ'НИЯ и соответств ующего ему собственного вектора регулярных матричных

многочленов А (х) и В (х), коэффициенты которых А" В; Е СП п (i = О, 1 ... р:

j = О, 1, ... , q).
Рассмотрим матричные уравнения

ХА = В, (1)

УС = D, (2)

где А EP,z; В Е Pn,t; С Е P,.k; D Е е..: Х, У Е е., и Х, У неизвестны .

Лемма 1. N\атричные уравнения (1), (2) имеют общее решение тогда н толь­

ко тогда, когда

rang 11 ~ ~ II = гапя ] А C~.
Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Через х" У " Ь" d, обозначим i-e стро ки матриц

Х, У , В, D соответственно . Тогда нз уравнений (1), (2) можно записать n пар
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