
(Ф (г, х) = liт Фе (г, х) - матрица основных функций), а с учетом усло-
е-+О

вия (8) и (г) = С, z Е Q, а значит , U 1 (г) = и2 (г) + С, z Е Q .

Теорема 2. Пусть F Е (D ' (5) ]Р , обобщен ная вектор-функция Т опре
делена согласно формулам (3), (6). Тогда вектор-фун кция (7) является единст

венным решением обобщенной задачи Неймана для системы (1) в несгран ичен-
т

ной многоевязной области Q с границей 5 = U 5 i .
i = l

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.
Подобный результат справедлив дл я однородной сильноэллиптической си 

стемы дифференциал ьных уравнен ий второго порядка вариационного типа с

переменными бесконечно дифференцируемыми коэффициентами при условии

существовани я для нее фундаментальной матрицы во всем пространстве R(! .
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВОЛЫЕРРА

Многие з адач и гидроа кустики, автоматического управления, теории вязко
уп ру гости п р и водят 1\ нелинейным интегральным уравнен иям Вольтер р а вто

рого рода. Поскольку решение та ких уравнен и й в замкнутой форме можно

получить в очень редких случаях , то возникает проблема построения прибли

женного решения этих зада ч. В данной статье строятся нелинейвые методы ти

па Рунге - Кутта для численного интегрировани я уравнения

х

f(x) = ~ Р[х, у , f(y)' dy, хЕ[а, Ь].
а

(1)

Вопросам численного решения уравнен ия (1) посвящены работы [1- 3], в кото

рых предложены линейные методы Рунге - Кутта .

Формулы перехода от точки а к точке а + 11. Разделим интервал [ а, Ы

н а (т - 1) частей длины h = ь - а1 и обозн ачим х, = а + (i - 1)h (i = 1, т),
m-

f/ = f (хд, причем f (х1 ) = О. Разложение искомого решения f (х2) в окрестно

сти точки а в р яд Тейлора имеет вид

h2 h 3

[2= hF + - 2- [ 2Рх + Fq+ FFz] + - 6- [ З Fхх + 3Рху + Руу + 3РРХ' + 2РРу, +

+ РРЛ + 2РхР, + РуР, + РР;] + ;~ [ 4Рххх + 6Рхху + 4Fx ll y +ыг.; +
15



+ 8FFxyz + 3FFyyz + 4f2Fxzz + 3f2Fyzz + fЗFzи + 8FJxz + 6FJyz + 4FyFxz +
+ 3FyFyz + 7FFzFxz + 5FFzFyz + 6FFxFzz + 3FFyFzz + 4f2FzFzz + 3FzFxx +

1 2 2 3+ Fyyy .. З FzFху + FzFyy + 2FJ z + FyFz + FFz] + ' " (2)
Здесь фу нкция F (х, у, z) и все ее производные взяты в точке (а,а, О). Используя

аппарат цепных дробей и идею построени я методов Рунге - Купа , прибли

женное решение ур авн ен ия (1) ищем в виде

Pk.Oh k

Pk+ l,_lh _

(3)

Неизвестные функции Со,о, рц определяются из услови я

112- ЧJ2 1 = о (h
p

) ,

где f2' ЧJ2 - соответственно точное и приближенное решения

в точке а + h.
Рассмотрим формулу (3) при k = 1, 1 = О. Получим

(4)

уравнения (1)

<о.о

ЧJ2 = -Р-о , О-+...,.-'-Р-l.--'О!I- (5)

Здесь

РО,О = 1;

(6)

Неизвестные параметры а1 , а2 , ~1' ~2' 1'21' а21 , а22 определим из условия, чтобы
разложения в ряд Тейлора в окрестности точки а искомого решения (2) и его

приближен ия (5) совп адал и до членов, содержащих h2 включительно. В резуль

тате сравнен и я коэффициентов при h и h2 получим систему алгебр аически х

ур авнен ий , р ешение которой имеет в ид

I 1
а2 1 = - 2'1'21 ' а2 2 = 2'1'21 ' 17.2 = 21'21+ а1 (1 - 21'21)' ~2 = 1'21 +

+ ~1 (1 - 21'21) '

где а1 , ~1 ' 1'21 - свободные параметры, удовлетвор яющие условиям (2~2

- 1) (а1 - 1) = (2 ~1 - 1) (а2 - 1), I аl I + I а2 1 =1= О , I ~1 I + I ~2 1 =1= О .
Рассмотрим формулу (3) п ри k = 2, 1 = О и k = 1, 1 = 1. Получаем

ЧJ2 = hk\ (7)
1- a2\kl + a2z k 2 _ kl (аз\ k\ + аз2k2 + аззkз) - (a21k , + a22k2) 2

k l kf

(8)
hkl

(a 21kl + a 22k 2) kj l

k l (аз 1 kl + аз2k2 + а ззkз) - (a 21k \ + a22k2) 2

k l (a2l k l + Q22k 2)
1-

1- ------------=--------

Здесь

k1 = F (а +аЛ а + ~Л О); k2 = F (а + a.2h, а + ~Л 1'21hkl);

kз = F (а + а.зh , а + ~зh , Y31hkl + 1'З 2М2)'
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Приведем два конкретных набора параметров, при которых погрешность

формул (7), (8) есть величина О (h4) :

~1 = ~з = О,

3 3
а2 1 = - Т, а22 = т ' 1

аЗ 1 = - 4'

2
~2= Т,

аЗ2 = О,

2
'\'21 =3'

I
аз з = т'

'\'З1 = - 1, '\'32 = 1,

(9)

а21 = - 1, а22 = 1, 1
аЗ 1 = т' аЗ2 = - 1,

3
азз = 4' a 1 = аз = 1, {1О)

1 1
а2 = 2"' ~1 = О, ~2 = Т ' 2 1 24

~з = т ' '\'21 = 2' '\'31 = 9 ' '\'З2 = 9 .

а2 1 = - 1, а22 = 1, а1 = ~1 = О , а2 = 1,

Формулы перехода от точки Хn-I К точке ХN (n;;;;::: 3). Интегральное уравне

ние (1) не дает возможности непосредственно применить построенные выше

формулы дл я нахождения приближений к точному решению в точках ХN (n >> 3). Для преодоления этой трудности используем идею подвижного начала

и квадратурные формулы [Г],

Приведем общую вычислительную формулу второго порядка точности

при следующих значен ия х параметров (см. формулы (5), (6)):

1 1
~2 = 2 ' '\'21 = 2" •

(n = 3, т), (11)

где

1 5
А2, ! = А2 •2 = 2"; Аз.! = --т2 ;

7 5
АЗ • 2 = {3; Аз .з = 12 ;

. 5
Ац = А.! = 12 ;

13 - -
Ац = АU- 1 = --т2 (i = 4, т);

Рассматрива я формулу (8) при значения х параметров, которые опреде

ляются из (9), для нахождения приближенного решения уравнения (1) в точ

ках х.; получаем формулу

n- I

ЧJn = h ~ An_ I.;F (Хn ' Xj, ЧJ;) + hфn·
j = 1

(12)

Здесь

j= 2 3 2i-2 2i -1 2i 2i + 1;
1 4 2 2 4

A2i . ; =3 3" Т 3 3" 3 ,

1 4 2 17 9 9 3
A2i+I .; = з 3 3 24 в- в- т

,

1 - ------------_

k 1n

3 -14 ("2n - k1n ) k 1n

4k 1n ('~Зn - k1J - 9 (k 2n - k 1n ) 2
1-

12k1n (k2n - k1n )

k1n = F (Хn - f-!!, хn- l , ЧJn-l);

Фr. = --,,__:е:- _

2 3-352 17



k2n = F (хn , х., - -} , h %11 An-J,jF (хn - 4- 'Xj' CPi) +-} hk In) ;

kЗfl = F (Х", Xn_l, СРП-] + hk2n - hk 1n ) .

Погрешность вычислительной формулы (12) есть величина О (h4 ) .

Развив идеи двусторон н их методов, можно построить соответствующие

нел ннейные двусторонние методы типа Рунге - Кутта, которые дают возмож

ность н а некоторых класса х функций получать не только приближенное реше

ние ур а вн ен ия (1), но И га ранти ров а н ную оценку потрешиости.

Предложечн ая методика построения нелинейных методов р аспространя

ется и на задачу Коши

(

Х \

[' (Х) = С · х, {(х), Jg(x, у, t(y))dy) ,

f ( а) = {о,

где х Е [О, bJ, а ФУНКЦИИ G (х , и, и) и g (х, у, и) предполагаются достаточно

глаДКИ .\1И .
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2. Oules Н. М . Sur j' integrati on num eri que de l' equat ion integraJe de 'v'с 1t спа de sссол dе espeee. 

С. г . Acad . Sci. )960 ,250, N 8, р . 1433-1435.
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espece.- Jbid. , N 19, р . 3 10 1-3102.
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А. И. Белинский, Б. М . Подпевский

МЕТОД ПОСЛЕДОВ;'ТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИй В ЗАДАЧЕ

О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ПУЧКА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Решение р азличных задач математическо й физики методом разделения перемен

ных приводит к спектральному исследованию пучков дифференциальных опе

раторов . Методы нахождения и оценки их собственных знаений и собственных

векторов , как и общая спектральная теория такого рода , разработаны пока

еще мало . В данной статье в развитие результатов работ [1, 2, 5] дано обосно

вание метода последовательных приближений в пр именени и к задаче о собст

венных з начения х одного класса полиномиальных пучков обыкновенных

дифферен циальных операторов .

Рассмотрим операторный пучок вида

L (л) = л"Lо + л"- 1 L 1 + ' ., + лLn_ 1 + LIl (1)

С самосопряженными оператор ами-коэффициентами L" определяемыми выр а

жениями

m i

li (y) = !.:: (_ I)'V [p'V .(x)y(V) (x)](V) (i=l , n),
'У=О '

UjJ.y (х) = о (!! = 1, 2m ll ) ,

где U jJ. - ли нейно независимые линей ные однородные краевые услови я, вы-
I 1/ 2т -1 Ь

ражеиные через з начен ия у, у ,у . . . , у Il В точках а и и не содержащие

комплексного пар аметр а Л. Предполагаем , что т; > т. , i = О, п - 1.
Значения параметра л , при которых уравнение L (л.) !J = О имеет нетри

внальные решения, называются собственными значениями, а соответствую

шие им решения - собственными векторами пучка . Рассуждая, к ак в работе
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