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ОБОБЩЕННАЯ ЗАДАЧА НЕйМАНА ДЛЯ ОДНОГО ИЛАССА

СИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСИИХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИй

В СЛУЧАЕ МНОГОСВЯЗНОЙ ОБЛАСТИ

При решении основных гр ан ичных задач для ура внений и систем эллиптичес ­

кого типа методом приведения к интегральным уравнен иям [6] в случае , когда

рассматриваемая в граничной зада че область многосвязна , получаемые ин ­

тегральные уравнени я, как правило, решаются по третьей теореме Фредголь­

ма. В работе [7] изложен метод, с помощью которого можно заменить полу­

чаемые интегральные уравнени я другими, но решаемыми по первой теореме

Фредгольма, а в работе [1] этот метод применен к решению в многосвязны х об­

ластях зада ч Дирихл е и Неймана для сильно эллиптиче ской системы дифферен ­

циальн ых уравнений второго порядка. В настоящей статье для самосопряжен­

н э й сисп r.bl уравнени й Эйлера

f1

"А д
2
и (х) - О

l...J ,,/ дх"дх/ - ,
" ,/=I

соответствующей основной вариа ционной задаче для положительно опреде­

ленного функционала

S1''-.. S п• ди ' (х) А ди (х) d '- .2 ~. ди ' (х) ди (х) d
д .~ / д Х "'" '\ д д Х,
Х" Х/ Х" х/

V " . /= 1 )/ " ./= 1

где Akl = Alk = A~/ (штрих обозначает транспонирова ние) - постоянные

квадратные матр и цы порядка р ; V~ некотора я область в Rf1
, п > 3; 'У­

действительное число , рассматр иваетс я задача Неймана, когда на границе об­

ласти задан а обобщенная вектор-функци я. Задача Дирихле в многосвязной

области с обобщенными гра ничными да н ными рассматр ивалась в р абота х

[2, 3].
Пусть Q - область в н: п> 3, о гр а ниченная замкнутыми п - l -мерНbI­

ми повер хностями 5o, 51' .. ., 5m класса С""', непересекающимися между собой, .
пр ичем 50 содержит вн утри себя остальные поверхности или отсутствует. Обо-

т

знач им через 5 = U Si полную границу области Q. Считаем, что существует
1=0

такое положительное число 8 1' что поверхность 5 г (О < 8 < 8 1) ' р асположен­

ная на расстоянии 8 по вн утренней нормали к 5 , не имеет самопересечен и й. Че-

рез fD (5) ]Р обозначим пространство бесконечно дифферен цируемых (основных)

вектор-функций ер (у) = (ер1 (у), .. ., ерР (у)) на 5, через [D' (5)]Р - пространст­

во линейных непрерывных функционалов над [D (5)]Р (обобщенных вектор-

функци й F ~ О), через (~, F) - действие F Е [О' (5)1' на ~ Е [О (5 )1'.

Р

Согласно работе [5], ( ер, F) 1: (ер " Fi ) , ерl Е D (5), Fi Е D' (S). Пусть
,=1
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фо (Х, у) - фундаментальная матрица системы (1), с(х) (:г ) =

1/ - д

= - 2 2.: A lI,V 1 (х) дZ' х Е S - граничный оператор типа Неймана ; A 1k
k ,l=1 k

определяются однозначно матрицами A1k [1].
Постановка задачи. Пусть F Е [D' (S)]P. В области Q найти решение и (х) си-

стемы (1), удовлетворяющее условию -

lim r ср (x€) С(У(Х» (-дд )и (x€) аз; = ( ср , Р) (2)
8-+0 J Хе

S€

для каждой ср Е [D (S)]P и, если So отсутствует, условию на бесконечно сти

и (х) = 0(\ х IZ-
n

) , Iх I -+ 00. Здесь СР (хе) = СР (х), если хе = Х + ev (х), х Е
Е S; 'v (х) - орт внутренней нормали к S в точке х.

Пусть ш; (S)]P = {Т: Т Е [D' (S)]P, (Е, т) = О}, Е - единичная матри­
ца порядка р.

Лемма 1. Для существования решения обобщенной задачи Неймана в мно­

госвязной конечной области (при наличии поверхности So) необходимо, чтобы

F Е ш; (S)]P,
Согласно работе [1], для любого решения и (х) системы (1)

I С(У(Х) ( :Хе ) и (Хе) гз, = О,
е

поэтому, заменяя в условии (2) вектор-функцию q:> (х) матрицей Е, получаем

утверждение леммы 1.
Лемма 2. Для каждой функции СР Е [D (S)]P равномерно относительно

YES

l~~ j СР (хе) C(V(X)) ( д~e ) CJ.)0 (хе , у) dSe = - ср (у) +j q:> (х) C(V(X» ( :х ) CJ.)0 (х, у) d5.
Se S

Лемма 3. Оператор (Вср) (у) = rq:> (х) C (V(X» (--!--i шо (х, у) dS действует вJ \ ох /
S

пространстве fD (5)]Р.

Лемма 4. Преобразование

(g, т) = ( cpg, п, (3)

где g Е [D (5)]Р; CPg - решение системы интегральных уравнений

- ср (у) + j q:> (х) [C(V(X)) ( :х )CJ.)0 (х, у) + Р] d5 = g (у); (4)

S

Р - произвольно выбранная постоянная матрица; det р =1= О, опр едел яет изо­

морфизм пространства ш; (S)JP на себя. Обр атное преобразование определя­
ется та ким образом:

(ср, Р) = <-q:> (у) + iср (х) С(У(Х» ( :х )CJ.)0 (х, у) d5, т>, q:> Е [D (S)]P. (5)

S
т

Лемма 5. Если поверхность 50 отсутствует, т. е. S = U 5 i , то преобразо­
i = 1

вание вида (3), где для произвольной функции g Е fD (S)]P q:>g - решение сис­

темы интегральных уравнений

- ср (у) + i ер (х) с(у(х ) ( :х )CJ.)0 (х, у) dS = g (у), (6)

S

определяет изоморфизм пространства [D' (5)]Р на себя. Обратное преобразова­

ние определяется формулой (5).
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Утверждения лемм 4 и 5 следуют из леммы 3 и однозначной разрешимости

систем интегральных уравнений (4), (6) Ш.

Теорема 1. Пусть Р Е [D; (5 ) ] Р, обобщенная вектор -функция Т определе­
на согласно формулам (3), (4). Тогда вектор -функция

u(х) = (cug (x, у) , Т), x EQ, у Е5 (7)

является единственным (с точностью до произвольного постоянного столбца)

решением обобщенной задачи Нейма на для системы (1) в конечной многосвяз-
т

ной области Q с границей 5 = U 5,.
,= 0

Очевидно, что произвольвый постоянный столбец явл яется решением

задачи, вектор -функция (7) удовлетворяет системе (1) в обл асти Q. Покажем ,

что она удовлетвор яет гран ичном у условию (2) .
Подставля я выражение (7) в (2) и использу я леммы 3 [2], 2, 4, получаем

1im Jr ер (Х8) С ( У(Х» (-аа )и (Х2) dSe = lim Sер (х8 ) С (У(Х» (-J-) ( CUo(х8 , у ) , Т) dSe=
8... 0 Хе е-> О ОХ8

5с 5е

/ 1' S ( )С(У(Х» ( а \ ( ) d5 Т""=" пп ер Х8 -а- CU o Хе , У е , / =
"е ...О 5 Хе !

, е

= <- ер (у) + sер (х) С:У ( Х» ( :х )CUo (Х, у) d5, Т) = ( ер , Р)
5

для каждой функции ер Е [D (5 ) ]Р .

ДЛЯ доказательства единственности решения задачи предположим, что

И 1 (х), Uz (х) - два ее решени я . Тогда вектор -функция и (х) = U 1 (х) - Uz (х)

удовлетвор яет в области Q системе (1) и граничному условию .'

1imSер (Хе) с<У(Х» (-аа )' и (хе) d5 e = О V ер Е [D (5)] Р
е'" О Хе

5е

или после преобразования хе = х + ev (х) , х Е 5 с якобианом w~ (х) условию

1im ) ер (х) Ve (х) d5 = О V ер Е [D (5)]Р, (8)
е ....О 5

где

Ve (х) = С(У(Х» ( д~e ) U (хе) we (х) IXe=X+8V(X)'

Из результатов работы [1] следует , что каждое решен ие системы (1) в об­

ласти Q можно представить в виде

и (г) = 1im ) CUo(г , Уе) !-te(Уе) d5e+ С, (9)
е-э о 5е

где С - произволъный посто янный столбец ; !-te (Уе) - решение системы ин­

тегр альных уравнений

- !-te (Хе) + S[С(У(Х» ( д~e ) CUo(Хе , Уе) + p] !-te (Уе) гз, = с(У(Х» ( д~e ) и (х,).
5е

Подставля я решение это й системы в решение (9), после ряда преобразова ­

ний получаем

и (г) = 1im \ Фе (г , х) Ve (Х) dS + С, z Е Q
е'" О $

с некогорой матрицей Ф, (г, Х) основных функций . Отсюда, согласно лемме из

работы [4],

U (г) = 1i m i Ф (г, х) Ve (х) d5 + С, zЕ Q
е ....О $
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(Ф (г, х) = liт Фе (г, х) - матрица основных функций), а с учетом усло-
е-+О

вия (8) и (г) = С, z Е Q, а значит , U 1 (г) = и2 (г) + С, z Е Q .

Теорема 2. Пусть F Е (D ' (5) ]Р , обобщен ная вектор-функция Т опре­
делена согласно формулам (3), (6). Тогда вектор-фун кция (7) является единст­

венным решением обобщенной задачи Неймана для системы (1) в несгран ичен-
т

ной многоевязной области Q с границей 5 = U 5 i .
i = l

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.
Подобный результат справедлив дл я однородной сильноэллиптической си ­

стемы дифференциал ьных уравнен ий второго порядка вариационного типа с

переменными бесконечно дифференцируемыми коэффициентами при условии

существовани я для нее фундаментальной матрицы во всем пространстве R(! .
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВОЛЫЕРРА

Многие з адач и гидроа кустики, автоматического управления, теории вязко­
уп ру гости п р и водят 1\ нелинейным интегральным уравнен иям Вольтер р а вто­

рого рода. Поскольку решение та ких уравнен и й в замкнутой форме можно

получить в очень редких случаях , то возникает проблема построения прибли­

женного решения этих зада ч. В данной статье строятся нелинейвые методы ти­

па Рунге - Кутта для численного интегрировани я уравнения

х

f(x) = ~ Р[х, у , f(y)' dy, хЕ[а, Ь].
а

(1)

Вопросам численного решения уравнен ия (1) посвящены работы [1- 3], в кото­

рых предложены линейные методы Рунге - Кутта .

Формулы перехода от точки а к точке а + 11. Разделим интервал [ а, Ы

н а (т - 1) частей длины h = ь - а1 и обозн ачим х, = а + (i - 1)h (i = 1, т),
m-

f/ = f (хд, причем f (х1 ) = О. Разложение искомого решения f (х2) в окрестно­

сти точки а в р яд Тейлора имеет вид

h2 h 3

[2= hF + - 2- [ 2Рх + Fq+ FFz] + - 6- [ З Fхх + 3Рху + Руу + 3РРХ' + 2РРу, +

+ РРЛ + 2РхР, + РуР, + РР;] + ;~ [ 4Рххх + 6Рхху + 4Fx ll y +ыг.; +
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