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ОБ ОДНОМ своястае ГРАВИТАЦИОННОГО

УЛЬТРАРЕЛЯТИВИСТСКОГО спИН-ОРБИТАЛЬНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

(1)

в общей теории относительности движение пробного тела, обладающего

внутренним вращением (или, как часто говорят, пробного тела со спином),

описывается уравнениями Папапетру [3]

D (М л DSЛ~ ) 1 aS~v л
(JS , и + и~~ = - 2 и Ra~v,

DS"~ DS~a DSЛО

-----;JS + иЛиа~ - и~иa~ = о (2)

(М - масса пробного тела; S~v - тензор спина; иЛ = dхЛ/d.s - 4-BeI<ТOp

скорости тела; R~~1V - тензор кривизны; D/d.s - ковариантная производ
ная *) при некоторых дополнительных условиях на спин. Как установлено

[Н, эти уравнения при условии Пирани

S~vuv = О (3)

в гравитационном поле Шварцшильда имеют физически разумные решения,

согласно которым мировые линии пробного тела со спином в случае уль

трарелятивистских скоростей его поступательного движения могут сущест

венно отличаться от геодезических линий, т . е. от решений уравнений

Du~/ds = О. в частности, обнаружено, что пробное тело со спином в поле

Шварцшильца при определенных соотношениях между компонентами векто

ра спина и скорости тела может двигаться по круговым орбитам, плоскость

* Греческие индексы пр инимают значения от 1 до 4, латинские"':'" 1, 2, 3.
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1{()ТОРЫХ не пересекает источник поля, а проходит вне его (зависаюшие кру

говые орбиты Ш).

Сильное отличие траекторий вращающегося и невращающегося пробных

тел в гравитационном поле естественно связывать с проявлением специфи

ческой гравитационной спин-орбитальной силы (о неультрарелятивистском

гравитационном спин-орбитальном взаимодействии, слабо отклоняющем

траекторию вращающегося пробного тела от траектории невращающегося

тела, см., например, [4]). При этом, если для 4-вектора силы, действующей

на бесспиновое пробное тело единичной массы

FIJ. == dиIJ./ds = - Г~аи;!.иа (4)

в случае поля Шварцшчльда А етандартных координатах x1 == Г, х2 = О,

х3 = <р, х4 = t, очевидным является следующее свойство: значения компо

нент FIJ. в каждой точке траектории пробного тела не изменяются при из
менении направления движения тела на противоположное (т. е. при замене

и' -+ _иi ) , то для спиновой силы

F~ == dиIJ./ds + Г~аи;!.иа, (5)

вид которой следует из уравнений Папапетру (1), (2), зависимость F'; от из

менения направления поступательного движения пробного тела (без измене

ния направления спина) далеко не очевидна. действительно, вводя вместо

тензора SIJ./ 3,вектор спина з, соотношением

I V-- kmSi==2 -g tikmS (6)

(7)

(8)

(tikm - символ Леви - Чивиты, g - определитель метрического тензора)

и используя (3), систему четырех уравнений (1) в произвольном гравитаци

-онном поле можно преобразовать к виду

М (и1 + Г~f3ио:и[:!) _ 2 [ (и v+ r~f3ua.uf3) (giS[2UЗ] - u4 5[2gз] v ) 1"
и 4 ' -g

;Л (иv + Г~f3uО:иf3) (и4гlлgkV + 2ИiГ~[kg4]V) eikmSm +
и, -g

+ ~ (и,R~ik + 2ИiR~k4) eikmSm = О,
2и, - g

м (и' + Г~f3иО:иf3) + [ (и " + Г~BиO:~) gvkUjeikmsт ].
и4 -g

.;; (иv + Г~f3uО:иf3) (и,Г;ngkv + 2Uir~[kg4]V) eikmSm+
и, -g

+ u
Л

(и,R~ik + 2UiR~4) eikтSm = О
2и4 Y-g

(плюс два уравнения, отличающиеся от (7) циклической перестановкой сво

-бодных индексов 1, 2, 3), где точка обозначает обычное дифференцирование

по параметру s, а квадратные скобки возле индексов - их альтернирование,

Три независимых уравнения системы (2) в этом случае принимают вид [2]
" . р т

И'Si - И4Si + 2 (Щ4Uil- ИЛИрГл[4Ui]) Snun + 2S mr 1t[4UilИЛ = О. (9)

Из (7) - (9) замечаем, что в выражения для иIJ. войдут не только и~, но и ~/.L•
Это усложняет ситуацию по сравнению со случаем бесспиновой силы (4).

Цель настоящей статьи - исследовать зависимость силы спин-орбиталь

ного взаимодействия (5) от изменения направления поступательного движе

ния пробного тела со спином для конкретных частных движений - ультра

релятивистских зависающих круговых орбит в поле Шварцшильда.
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(12)

(11)

А=

Запишем отличные от нуля значения компонент метрического тензора

для поля Шварцшильда в стандартных координатах " е, ер, t:

1 2 • 2 е 212т (10)gll = - 2т' g22 = - r S1Л , gзз = - Г, g44,= - -г- .
\-- '

r

Рассмотрим в поле Шварцшильца решение системы уравнений Папапетру

(1), (2) при условии Пирани (3), отличающееся при s = О от зависающей

круговой орбиты противоположным направлением поступательного движе

ния вращающегося пробного тела, т. е. решение со следующими начальны

ми условиями :

1 2 3 3 4 4
ио = О, ио = О, ио = - иь, ио = Uk,

510 = 5 1k , 520 = 52k , 5зо = О,

510 = О, $ 20 = О, $зо = О,

где индекс нуль обозначает значения величин в начальный момент s = О;
З 4

Иk, ин, 5 1k , 52" - значения компонент 4-вектора скорости и 3-вектора спина

на зависающей круговой орбите [1] :

J _ Мг 4 _ Мг
2 ( 2т )-1/' ч,

и" - - 652" sin 8' uk - 6 15
2"

I 1 - -г- (1 + а) ,

З65~k
а = М2г4 «1.

для координат пробного тела со спином также рассматриваем значения на

зависающей круговой орбите . При условиях (11), (12) все уравнения системы

(2) (или, что эквивалентно, системы (9» при s = О сводятся к одному соот

ношению :

'4
ио = О. (13)

Дифференцируя по s интеграл уравнений (1) - (3) gJ./.v uJ./.UV = 1 и исполь

зуя соотношения (11) - (13), находим

ug= О. (14)
Четыре уравнения системы (1) при условиях (11) - (14) дают следующие три

алгебраических соотношения:

' 1 I cr. tI '1'2
Мио + 2МГcr. f\UOUO + А520 - BuOS20 - CUc,s20 = О, (15)

'2 2 а 13 ' 1 ' 2
Мио + 2МГа(3ио ио - А51 0 + BuOS10 + Cиo51 0 = О, (16)

" 1 "2
g'l1U0520 - g22U0510 = О, (17)

где

g 4"3 3 " 44.,)3 (иоио - иоио);
ио -g

3 .г 3 и~
В = -2 (gзз.l - gззg44g44.I) , 1 о , С = -2 gЗЗ,2 ,~ (18)

у -R y-g

(напомним, что здесь подразумеваются значения gJ1,V И символов Кристоффе

ля r~v на зависающей круговой орбите). Дифференцируя по s первые два
уравнения системы (1), полагая затем s = О и комбинируя оба полученные

соотношения, находим

"1 " 2
UOS10 + ио520 = О.

Из (17), (1 9), учитывая (1 О) - (12), имеем

" 1 ., 2
ио = О , ио = О .

(19)

(20)

Учитывая (13), (14) и (20), замечаем , что неизвестными остаются и~, иб,
" 3 " 4
ив, ио· Для их нахождения помимо двух уравнений (15), (16) получим еще
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два: первое получаем, дважды продифференцировав по s соотношение

gJJ,vUIJ.UV = [, второе - продифференцировав по s третье и четвертое уравне

ния системы (1) и комбинируя полученные выражения при з = О так, чтобы

исключить третьи производные от uIJ.. Первое из этих уравнений имеет вид

' 1 ' 2 J " 3 4"42g11 (ио? + 2g22 (ио)2 + 2gззuоuо + 2g44u ou O +
1 ' 2 3 3 1 4 4+ (gзз.IUО + gзз.2UО) UOU\J + g44 .IUOUOUO= О . (21)

Второе уравнение в явном виде не выписываем ввиду его громоздкости. Ана

лизируя это уравнение и уравнения (15), (16), (21) при условиях (11), (12)
в результате громоздких выкладок убеждаемся, что перечисленные алгебра

ические уравнения имеют следующее единственное решение для величин

. 1 '2 "3 " 4
ио, ио, ио, ио:

. I гl а в 2 ( 3т т)
ио = -2 af\UOUO = -- 1----а

га r r '
(22)

(25)

(24)

(23)

( 2т ) '/']--
r

" 4
ио =-

. 2 г2 а f\ 2 сов е
ио = - 2 af\UO ио = -2- --о -е- ,

r а sш

" 3 М3г3 [( 3т т) . 2 2 ]
ио = - . 1- - - - (J.. S1П е + cos е ,

3БS~о sm 3 е г r

3т m
l-----а

г г

Используя (14), (22), (23)для силы спин-орбитального взаимодействия в поле

Шварцшильда, действующей на единицу массы вращающегося пробного те-
ла при s = О, находим .

(26)Pi ' i г: IJ. V г: IJ. 'v
с = ио + JJ,vUoUo = - I.tуиоио.

Для тела, движущегося по зависающей круговой орбите, имеем

P~k = Г~yи~и~ (27)

(поскольку в этом случае uIJ. = О). Сравнивая выражения (26), (27), заклю
чаем, что сила спин-орбитального взаимодействия для движения, удовле

творяющего начальным условиям (11), отличается только знаком от значе

ния этой силы на зависающих , ультрарелятивистских круговых орбитах.

Возникает вопрос о том, насколько общим является рассмотренное вы

ше свойство спин-орбитального взаимодействия в поле Шварцшильда, т . е.

обобщается ли оно на произвольные орбиты (и на проиэвольные точки на

орбите) пробного тела со спином. Если окажется, что для произвольных

движений вращающегося пробного тела в поле Шварцшильда ре -- -p~
при ~; -- - ~;, то можно будет предположить, что спин-орбитальное вза
имодействие в модельной задаче сферически симметричного коллапса не

влияет на картину коллапса (поскольку в этом случае среднее значение

спин-орбитальной силы было бы равным нулю).
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