
По формулам (6) при h1 = 1 см; h2 = 0,8 см; hз = 0,6 см; R} = 8 см;

R2 = 16 см; Rз = 24 см; '\' = 0,3 произведены расчеты безразмерных вели-

N N
чин N" = -' , Nфф = ~, которые представлены в виде графиков на рис. 2 и

qo qo
3. На этих рисунках кривые 1соответствуют распределению усилий в трехсту-

пенчатой пластине, кривые 2 - в плас-

тине постоянной толщины. Из рис. 2 N""f-_---,
Н 3 видно, что радиальные N, и коль-

цевые Nф усилия на участке пластины -~ 1

2
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Рис. 2 Рис. 3

толщиной 2h1 имеют постоянные и равные значения. Затем радиальные уси

лия уменьшаются , достигая на поверхности пластины заданного значения

внешней нагрузки. Кольцевые усилия испытывают скачки в местах скачко

образного изменения толщины пластины . В случае пластины постоянной

толщины усилия равны между собой и равны значению внешней нагрузки.
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ПОЛНАЯ ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ КВАНТОВОй СИСТЕМЫ

n ЧАСТИЦ НА ПРЯМой

Гамильтонова система п частиц на прямой с гамильтонианом

(1)

(2)

а (Х1 - Хn) )

а (Х2 - Хn)

.......
Рn

1 n

Н = ""2 1: Р; + ~ v (Х; - Xk).
;=1 [ ~;<k~1l

где Р i (j = 1, ... , n) - импульс, ахi (j = 1, ... n) - координата j-й частицы,

вполне интегрируема по Лиувиллю [4], если V (Х) = Р (Х) - Р - функция

Вейерштрасса или ее вырожденные случаи . Известно [6], что характеристи

ческие числа матрицы

(

Рl d (Х1 - Х2)

L = а (Х2 - Х1) Р2

а (х, - Х1) а (х, - Х2)

являются интегралами системы (1). Коэффициенты характеристического

многочлена матрицы (2)
n

det IL + и: I= "лn + ~ lkлn-k
k= [

дают полную систему интегралов в инволюции [4]. Без ограничения общнос

ти можно считать [3], что а (Х) - нечетная функция и V (Х) = (Х2 (х). Тогда
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1k можно записать в виде

[~]
I k = ~ ~ Р/', .. р' S(j,..·ik-2/)

~ ~ • /k-21 1 '
1=0 l ~i, < ...<ik_2/~n

s~i, ...im) определяются индуктивно:

S(i,···im) = S<i""imim+i> + ~ V .. S<i,..·im+l1)
1 1 ~ I1m+ 1 1_1 '

i=l=i, ..·..im+1

где i), .. ., im+1 - попарно различные числа;

V V So
( j , · .,im)

jk = (Xi - Xk); - 1;

S~i''''im) = О, если l < О или {> [ ~ ] .

Рассмотрим соответст~ующую квантовую систему п частиц на прямой.

беря в качестве оператора Xi оператор умножения на эту координату, а в ка-
- ~ h д

честве опер атор а импульса Р,. = 2лi дх; . Такие квантовые системы изу-

чались в работах [1, 2, 5-9~. .
Определение. Квантовая система (1) вполне интегрируема. если суще

ствует п функционально независимых дифференциальных' операторов,

которые коммутируют между собой и с оператором гамильтониана

........... 1 n ,..
Н = - ~ Р7 + ~ V (х, - Xk)'

2 i=1 I ~j <k~n
~

Пусть I k ~- оператор, который получается из I k подстановкой вместо

Pj оператора Pi (j = 1•... , n). Следующая теорема показывает, что кванто

вая система (1) вполне интегрируема.

Теорема.

[lk' 11] = о, k, l = 1, ... , п. (3)

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть { /~, ..·i s) J - коэффициенты харак

теристического многочлена матрицы (2) для задачи п - s частиц на пря

мой с координатами Х), •••• Xj ,_I, Xi,+l • . .. , Х; -1, Xj +1 •...• х.; Тогда
S s

Из этой формулы следует, что

[
Л л J Л 2 ~

. I k • 1I = АРI + Вр! + С,

(4)

(5)
~ л

где А, В , С - полиномы от Р2' ... , р.;

Предположим, что для n) < n частиц на прямой равенство (3) выполня

ется. докажем, что тогда оно справедливо и для n! = п , Из равенства (4)
получаем

А = [I~.2-I, I;!.!.I] = о

в силу предположения индукции.

Лемма 1.

В=

{[/
~ ( i , . •. iS_I)

Х k-S+l ,

[ ,•. .., Е5
iD=I=iq,p=I= Q

V. . /(I, ...i
5
) ] - [~<(I, ...i5_i> ·

's-1'5 l-s J /-5+1 •
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Подставляя в это равенство s = l (k > l) или s = k (k < [), получаем В ='::

= О. Таким образом, из формулы (5) следует, что
n n

[1k' 11] = CP kl (Х1, ••• , Хn ) ' (6)
ГДt '.j1kl - некоторая функция .

Рассмотрим три случая:

а) rhk+l' 121+1] = 12k+J'21+J - IzI+tl2k+1 - многочлен от {р/), свобод"
ный чл ен которого равен нулю. Тогда из равенства (6) получаем [/2k+J,

IZi+lJ = О,

Введем следующие обозначения: 5~,···irn)i , ...i5 - свободный член интеграла

12k в задаче п - т + s (О ~ s ~ т) частиц на прямой с координатами

[х.}, где i Е 11, ..., n} '" Шl' ..., i:пJ '" иl' .... i5J); иl' ..., i5} С {jl' ···.jrnJ;
5~'···;rn(i1...i5) _ свободный член интеграла /2k в задаче т - s (О ~ s~ n)

частиц на прямой с координатами (Xi J. где iE иl' ... , irnJ'" (i1• . . . • i 5 J;
{Z' [' }с (/' /') При s = О 5(/"··/rn )i,...i5 - 5(J,..·irn) 5 ч, ...irn(i,.. .i 5) =

l' ... , 5 l' ... , т' k - k • k

= 5~, ..·im. Следующие четыре леммы доказывают нашу теорему.

Лемма 2.

' Лемма 3.
am

дХ/1 ••• дХ/т

[~]
-~

5=1
(т - 2s)1

i ti · •.fim_ 2s= i u ...,im
ip+iQ,p+Q

Х S(j,···im )I ,... i m- 25
k-5 '

дm-25

axi , ••• aXim_ 2s

где"5 получается из 5 заменой V на V".
Лемма 4.
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Лемма 5.
для любых k, 1, т > О

д2т+1

ax j, •.. aXi2m+1
. ~ S~,·· · j2m+i>----,,--__...,,..- Sl = О,
1,·····/2т+1

i p=FiQ'P 1=Q

~ ( s(/.·····i2П! д
2 т S _ SU,...i2m) д

2т

j, •. ,.•i2m k-m axi• '... a Xj2m 1 l-т , a Xj . ' . ' . a Xj2m
;p=FiQ .ТJ=FQ
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ОБ ОДНОМ своястае ГРАВИТАЦИОННОГО

УЛЬТРАРЕЛЯТИВИСТСКОГО спИН-ОРБИТАЛЬНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

(1)

в общей теории относительности движение пробного тела, обладающего

внутренним вращением (или, как часто говорят, пробного тела со спином),

описывается уравнениями Папапетру [3]

D (М л DSЛ~ ) 1 aS~v л
(JS , и + и~~ = - 2 и Ra~v,

DS"~ DS~a DSЛО

-----;JS + иЛиа~ - и~иa~ = о (2)

(М - масса пробного тела; S~v - тензор спина; иЛ = dхЛ/d.s - 4-BeI<ТOp

скорости тела; R~~1V - тензор кривизны; D/d.s - ковариантная производ
ная *) при некоторых дополнительных условиях на спин. Как установлено

[Н, эти уравнения при условии Пирани

S~vuv = О (3)

в гравитационном поле Шварцшильда имеют физически разумные решения,

согласно которым мировые линии пробного тела со спином в случае уль

трарелятивистских скоростей его поступательного движения могут сущест

венно отличаться от геодезических линий, т . е. от решений уравнений

Du~/ds = О. в частности, обнаружено, что пробное тело со спином в поле

Шварцшильца при определенных соотношениях между компонентами векто

ра спина и скорости тела может двигаться по круговым орбитам, плоскость

* Греческие индексы пр инимают значения от 1 до 4, латинские"':'" 1, 2, 3.
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