
в результате примененив последующих оценок [2, 3] с использованием

первых пяти коэффициентов Ни (i = О, 1, 2 , 3, 4) для Ркр получены уточнен

ные оценки

109,689 < Ркр < 109,709. (21)

Рассматриваемая задача исследовалась рядом авторов [7, 9], которые

получали значение Ркр в пределах от 90 до 115. В частности, полученные

методом характеристических рядов оценки [9] близки к оценкам (20). Уточ

ненные оценки (21) согласуются с результатом В. И. Феодосьева, который

получил Ркр = 109,69.
Применение выражений (3) позволяет строить характеристические ря 

ды для задач рассмотренного вида и получать весьма точные значения кри

тических нагрузок (при различных значениях других параметров).
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При проектировании криволинейных элементов трубопроводных контей

нерных трасс параметр переходной кривой рекомендуется выбирать таким,

чтобы в круговой кривой, сопряженной с переходной, осуществить стацио

нарное движение контейнера [3]. В связи с этим целесообразно поставить

вопрос об устойчивости такого движения.

Движение контейнера в криволинейном участке трубопровода в некото

рых случаях можно свести к движению системы двух тел (двойного физи

ческого маятника). При этом считаем, что точка О подвеса системы переме

щается по горизонтально расположенной кривой, на которой находятся

центры поперечного сечения трубопровода. а относительное движение ма

ятников происходит в плоскости его поперечного сечения (рис. 1,2). Исполь
зуя метод Рауса [1, ,2], рассмотрим вопрос об устойчивости стационарного

движения системы; Обозначим m1 , m2 , С1 , С2 , V 1, V 2 - соответственно массы,

центры масс и СКОР9СТИ центров масс первого и второго маятников; Ir",
1 ~1' I~I' Ir,., I~., I~. - моменты инерции первого и второгомаятников отно
сительно соответствующих осей; (Х1 , (Х2 , ~ - обобщенные координаты; Т,

n --,,- кинетическая и потенциальная энергия системы; R - постоянный ра-
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диус кривизны линии, ПО которой движется точка подвеса маятников; m =
= т, + m2 : '1 = ОС1 ; '2 = C1C2; шарнир, связывающий маятники, нахо

дится в точке С1 • Запишем потенциальную и кинетическую энергии системы

в виде

п = mg'l (i - cos сх(1) + m2g'2 (1 - cos cx,z). (1)

1 ? 2 • 2 1 · . . . ?

Т = Т1 + Т2 = 2 (Ri~2 + "сх,.) + 2 (/n,~2 cos2cx,l + 161~2 sm2
сх,1 + I~.щ) +

Сеченое по О, О

Рис . 2

i 1]2
10 R

III-----~*~-
я,

~f----------->-f~

I
I

I Rz
+-~I-----+~~~\
I
I

I,

Рис. 1

Т=+ Х
. ' 2

Х (all~2 + a2zcx,2 +
• 2+ аззсх,,) + '1'2сх"сх,2 Х

Х cos (сх,2 - сх(1)' (2)

1 2 ' 2 '2 2 " ? -+ 2 m2lR2~2 + '2сх,2 + ',а! + 2'I'2сх,1сх,2 cos (сх,2 - сх(1)] +

++(l n,~2 cos2 сх,2 + 16,~2 sin 2С2 + I ~ ,a~) ,

или при условии, что

'тt• = 1(;" 11], = 1(;"

где

(3)
дТ .
-. = al1~ = h = const .
д~

подставим его в (2) и составим функцию РаусаОтсюда найдем ~ ,

ан = m1RT + m2R~ + I n•+ 'тt, ; а 2 2 = m2'~ -1- 1(;,;

азз = m,Т + I ~ ,; R1 = R + 'lsincx,I; R2 = R + 'lsincx,1 + '2sincx,z.
Отметим, что координаты cx,l. 'XZпозишюнные.а ~ циклическая. Циклический

интеграл

F = T*-hР, (4)

где Т* - з начен ие Т, в которое подставлено Р , найденное из формулы (3).
Анализируя равенство (4) , устанавливаем, что система гироскопически

не связана. Следовательно , потенциальная энергия W приведенной системы

может быть записана в виде

h2

W = mg,1 (1 - cos (;(1) + m2g'2(1 - cos сх(2) +~ . (5)
11

Положим

сх,1 = Уl + Х1, (;(2 = У2 -+- Х2 •

Здесь Уl' У2 - значения (;(1 и (,~2 В стационарном движении, а Х1 , Х2 - откло

нения (вариации). Внесем эти выражения в потенциальную энергию
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п р иведеиной системы . Получим

h2

W = mgr1[1- cos (1'1 + Х1)] + m2gr2 [1 - cos (У2 + Х2) ] + -2- . (6)all

Согласно теореме Р ауса [1] стационарно е дви?Ке ~ие устойчи во относ и

тел ьн о позиционных координат а1 , а2 И скоростей а1 , а2 , если в этом движе

нии потенци альн ая энер ги я приведеино й системы W имеет минимум. Для

этого достаточно, чтобы функция W - Wo (Wo- значен ие W в стационар
ном движен и и) была оп р еделенно-положительной, т. е. чтобы определенно

положительной был а ее квадрат ичн ая форма.

Разложим функцию W - Wo в ряд Маклорен а по степеням X1 и Х2 :

'W ;w· ( дW ) +( дW )- о = ах;- о X 1 дХ2 О Х2 +

+ +[( ~~f )0 x~ + 2 ( д'::~2 )OX1X2+ ( ~:~ )/~]+ (7)

Равенства

где

(
дW ) . h2

дХ 1 0= mgГ1 в г п 1'1- - 2-
(~)o

(a~I)O

(~)
дХ2 О

(a jl )O

=0,

=0,

(8)

(9)

(10)

R ~ R;
( д;;11 )0 = 2Г 1 COS 1'1 [m1 (R + 7;sinYJ + m2 (R + Г\ sin 1'-;+ Г2 sin Y2i
выражают условия осуществимости стационарного движения. Преобразуя

равенства (8) и (9), получаем

h2 (m1R; + m2R ; )
tgYl =

mgail

или

(11)

Подставляя в выражение (7) равенства (8) и (9), получаем квадратичную

форму функции W - Wo в виде

W - Wo = +[( д2~ ) х] + 2 (/2: ) Х1Х2 + (д?~ )x~] + . . . , (12)
дх ) о . Х 1 Х2 О дХ;i о

где
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( d2j1:i' ) 112
--2- = mgr1 cos 1'1 - - 2- ------'---~---'-----'--

\ дх l . О
-:-. .

(
_д_2 ._~_) = m~г2 cos 1' 2 __~_2 __--'__-'--:; _

дХ2 О

(13)

(14)



(19)

(18)

(16)

(17)

( ::~' )0 = 2'1 COS Уl [m'1 cos Уl - т (R + '1 sin Уl) tg Уl - m2'2 sin У2 tg Уl]:

(15)

( a2a~l) = 2m2'2cos Y2l'2 cos У2 - (R + '1 sin Уl +'2 sin У2) tg У2];
дХ2 О

(/2: ) = 2m2Т1 Т2 cos Уl cos У2'
Х} Х2 n

Критерий Сильвестра для этой квадратичной формы имеет вид

(
a2W .

~1 = - 2-) >0,
дх) о

~2 = ( д;~ )0 ( д;~ )0- (д~:~2 )0> о.

Подставляя сюда значения (13) - (17), можно установить условия, при ко

торых движение системы будет устойчивым. Рассмотрим практически важ

ный случай, когда

R /;> ' 2 > '1' »ч «. m2 • (20)
В этом случае систему можно рассматривать как одно тело, точка под

веса которого С1 имеет эксцентриситет ' 1 по отношению к центру попереч

ного сечения трубопровода О. Из равенства (10) получаем
?

uo
Уl = У2 = У = arctg Rg (21)

Это значит, что в стационарном движении углы отклонения точек С1
и С2 от вертикали равны и не превышают ; при сколь угодно большой ско

рости vo' Критерий Сильвестра с учетом равенств (20), (21) принимает вид

h2

mg + R4 (R tg У + 3Г 1 cos У) >0, (22)

[mg + m~4 (R tg У + 3Г1 cos У)] [mg + :;4 (R tg У + 3Г2 COS У)] >

> 4m 2
' 1' 2 соз" у, (23)

где h = mvoR.
я

Соотношение (22) при 2> У > О выполняется всегда . Проанализи-

руем соотношение (23). Пусть при R = const v -+ О (или при v = const
R -+ О). Тогда значение у -+ О, анеравенство (23) - к выражению

g2 > 4'1'2' (24)
Л

Если при R = const ио -+ 00, то У -+ 2' а выражение (23) стремится

к соотношению

(25)

л

Из неравенств (24), (25) видно, что при 2 > У > О соотношение

(23) всегда выполняется, т. е . квадратичная форма функции W - Wo явля

ется определенно-положительной . Следовательно, стационарное движение

системы будет устойчивым . Отметим, что подбирая параметр переходной

кривой по предложенному в работе [3] методу, в круговой кривой можно

добиться стационарного движения системы. А это дает возможность изба

виться от ненужных колебаний и дополнительных ускорений.
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(1)

для решения задачи о кручении трехслойной пластины, ослабленной

круговым отверстием , используются уравнения, полученные в работе [31.
Уравнения учитывают деформации поперечного сдвига и обжатия , поря

док их не зависит от номера приближения и для любого напряженного со

стояния равен шести.

Рассмотрим трехслойную изотропную пластину симметричного строения

постоянной толщины Н, составленную из наружных слоев толщиной t и за 

полнителя толщиной 2h. Пластина ослаблена круговым отверстием радиуса

го' Координатную ось г цилиндрической системы координат г8г направим

вниз по геометрической оси отверстия, плоскость г8 совместим со срединной

плоскостью пластины. Лицевые плоскости г = + О,5Н и контур отверстия

свободны от нагрузки, а на бесконечности пластина испытывает кручение мо

ментами М.

Напряженное состояние в пластине с отверстием представим в виде

суммы основного и возмущенного напряженных состояний . Для основного

напряженного состояния

(J~k = S~Mz sin 28. (J~k = - S~Mz sin 28,

(J~~ = S~Mz cos 28, a~~ = ag~ = (J~k = О,

где S~ = Ek/U1 (1 - t-tk).
Остальные обозначения здесь и в дальнейшем соответствуют работе [31.

При определении возмущенного состояния воспользуем ся уравнени ями,

полученными в соответствии с работой [3]: для первого приближения (j = 1)
V 4w = О

1 , (2)
V2'Фl - 2L7IlL 11l ILi21 1 'Фl = О;

для второго приближения (j = 2)

ВЗIV4W2 + ВЗ2h-2V2W2 + Вззh-4W2 = - Взоh-2V2Wl' (3)

V2'Ф2 - 2 (Во + В1I ) (B I 6h
2)- 1 'Ф2 = 2ВЗ8 [В2 (В9 - B11) h2 J- 1 'Фl ' (4)

Остальные функции для первого и второго приближений определяются

через W1 , W 2, 'Фl, 'Ф2 И здесь не приводятся .
Уравнения для второго и последующих приближений являются

несднородными. Для сведения их к однородным представим Wi и 'Фj (j ~ 2)
в виде

i
Wj = ~ (aj mW;n + PimV2w;n),

т=1

i
'Фi = ~ '\'im'Ф;;'.

т=1

(5)

где при j = 2
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В- 1
а22 = Зl; ~22 = О; '\'22 = 1.
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