
В этих выражениях вместо v (х, t) можно подставлять любое решение урав

нения (3), определяемое функцией и (х, t), так что полученныетоки являют

ся некоторыми функционалами,определяемыми решениями и (х, t) уравне

ния (1). Ввиду бесконечности числа решений v (х, t) уравнения (3) получили

фактически бесконечное число законов сохранения для уравнения (1).
Дальнейшее исследование в указанном направлении может заключаться

в поисках решений уравнения (11), зависящих от высших производных.

Полученные результаты можно применить к исследованию краевых задач

для уравнения (1).
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К ИССЛЕДОВАНИЮ МЕТОДОМ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ РЯДОВ

УСТОЙЧИВОСТИ РАВНОВЕСНОй ФОРМЫ УПРУГИХ СИСТЕМ

При изучении малых колебаний и устойчивости сложных упругих систем

успешно используется метод характеристических рядов [4]. Исследование

указанных задач зачастую сводится к обобщенным краевым задачам для

линейных дифференuиальных уравнений.

, Пусть задано уравнение вида

n

L [у] = н" (х) + ~ р, (х) y(n-i) (х) = Р (х),
i=1

(1)

где р, (х) - непрерывные и непрерывно дифференцируемые функции на ин

тервале (а, Ь) до порядков п - i включительно; Р (х) - непрерывная функ

ция. Общее решение этого уравнения имеет вид [61
n-l Х

у (х, а) = ~ CiK~') (х, а) + ~ К (х, а) Р (а) аа. (2)
<=0 а

Здесь К (х, а) - функция влияния соответствующего однородного урав

нения.

При построении характеристических рядов используем формулу l5]
00

(Г) "Ка.' (х, а) = .L.J
5=n-1

1 b(S) () ( )'-Г
(s _ k)! s-r,r а х - а , (3)

где K~} (х, а) - частные производные от функции К (х, а); b~5}",." г =
= О, п - 1 - функции, последовательно определяемые через Pi (а) и их

производные.
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В качестве примеров рассмотрим задачи об устойчивости плоской фор

'мы изгиба консольной двутавровой балки (задача с. [.1. Тимошенко) и об

устойчивости упругого авижушегося стержня при действии следящей силы.

Задача Тимошенко сводится к

решению краевой задачи [101

{(4) (х) - ~t(2) (х) -

- k2~ (1 - х)2 t (х) = О, (4)

t (О) = О, {(!) (О) - 'Фt(2) (О) = О,

{(2) (1) = О, ~f(1) (1) - t(З) (1) =0,
(5)

гс» ве
где ~ = - Dfi2; k2 = pl4; {,

h - длина и высота балки соот

ветственно; В - наименьшая

жесткость изгиба ; С - жесткость

балки при кручении; D - жест

кость полки в ее плоскости при

изгибе; 'Ф - параметр жестко

сти защемления; р - параметр

нагрузки .

С. П. Тимошенко отмечал,

что при малых значениях пара

метра В применение энергетичес

кого метода потребовало бы весь

ма трудоемких вычислений [10].
Применяя к задаче (4)

(5) формулы .(3), приходим к

характеристическому уравнению

(7)г = О, 1, 2,

Ll=r~ ;( -~~ ~' +,~(~ (r~'I)1 -~~ (,~Г1)I )=0, (6)

коэффициенты С, и D, определяются рекуррентными соотношениями

,+1
С. = (_1)'~ (C~ - C~-J) bi.2b,-i+I.З,

;= 1

!Где

'-1
О, = (_1)'~ (C~ - C~-l) bi,2b,-i+l.l,

' = 1
г = 2, 3, 4, (8)

b4+s.m = С; . 2k2~bs_2.m + ~bs+2.m, S = О, 1, 2, ... ; т = 1, 2, 3.

Начальные значения для выражений (7) находятся из соответствующего

определителя Вронского [61

(9)

-1
О

-~

О

w (К) la=l
х=1

О О О

О О 1

О -1 О

1 О ~

Перепишем левую часть равенства (6) в виде ряда по степеням k2
;

/),,=Bo-k2В2+k4В4-k6В6+ "', (10)

где В21 - целые функции параметров ~ и 'Ф, определяемые формулами

B2i=b2i(I, ~)+'ФЬМ)(I, ~),

Н) _ 1 1 R 2 · 1 Н2 4 +
br>(X' l' - о! + 21t'x + 41 t' Х



(l2)

(l1}

(13)

(14)

Ь А) _ 4 А 6 + 36 А2 •.я 184 Аз 10 + .
2(Х' .... - 6i ....х 81 .... л,- + ---тог .... х "',

Ь ( А ) _ 784 А2 12 + 15824 АЗ 14 + 1]9920 А4 16 +
4 Х, .... - 121 .... Х 141 .... Х 16' .... Х

Двухсторонние оценки <'>1 и (\ для k~ имеют вид (11

130 < k~ < 28 0 ., .v8~ - 28п8, 82+ V B~ - 48п8,

Алгоритм решения задачи, представленный формулами (4) - (12),
реализован на алгоритмическом языке АНАЛИТИК (8] для эвм «МИР-2».

Аналитические выражения (11) для коэффициентов В2; (i == О, 1, 2, ...) по

лучены на ЭВМ. В таблице представлены численные значения двухсторон-

них оиенок для ~ в зависимости от различных значений параметров 'Ф и ~ .
Применение простейших оценок (12) приводит к достаточно точным резуль

татам (независимо от величины параметров ~ и 'Ф).

Задача об устойчивости упругого движущегося стержня при действии

следящей силы сводится к решению краевой задачи

н" + рху(2) + ру(1) '""'"'-QZy == О,

у(2) (О) = у(3) (О) == у(2) (1) = у(З) (1) == О,

Pl2 m14

где Р = ---ш; Q2 = ЕГ' Здесь Р - следящая сила; 1- длина стержня;

Е/ - его изгибная жесткость: т ....... удельная массастержня: х - безраз

мерная осевая ~оьрдината.

Поступая, как выше, приходим к характеристическому уравнению

задачи (13), (14):
ее

~ 1 'С' i Q2) . . о
~ г! г\Р, =,
г=4

(15)

(18)

(16)

(17)

(i = 2, 3; в = 1, 2, ...);

г-1

где С, = ~ (C~ - C~I) Ьk+2.2ЬГ_k+З.З;
1=2

bs+i •i = - spbs. , + Q2bs_ 1; 1

Ьо•2 = bl •2 = Ь2,2 = Ьз.2 = О;

Ьо.з = - 1; ЬJ.З = Ь2•з = Ьз.з = О.

Из уравнения (15) находим коэффициенты соответствующего характе

ристического ряда

2 14 140 2 1820 з
Во = 41- 71 р + ""то! р - --тзг р + "',

8 176 .: 3640 . 2 80920 З
В2 == 81- ---тп- р + ---Т4I Р - --17-'- Р + "',

В 32 , 1140 + 51 040 2 . 1 147200 З +
4 = 121-----тsг р ~ р - 211 Р

В . . 128 ,9728 + 5278162 ' 2582 400 З +
6 = 16Г--19-'-P 221 Р ~ 251 Р ...

Для определения критического значения Ркр применялись простейшие

двухсторонниеоценки [21 Р« < Ркр < Рв' причем значение Ркр с недостат
ком 'и с избытком соответственно ....... наименьшие корни уравнений

В2 284 О В2 2В4 3Вв
ВО В2 В4 == О, ВО 8.2 В4 =::: О. (19)
О В2 2В4 О В2 2В,

При этом получены значения

Рп = 108,6'~3, Рь = 110,11~. (20)

89.



в результате примененив последующих оценок [2, 3] с использованием

первых пяти коэффициентов Ни (i = О, 1, 2 , 3, 4) для Ркр получены уточнен

ные оценки

109,689 < Ркр < 109,709. (21)

Рассматриваемая задача исследовалась рядом авторов [7, 9], которые

получали значение Ркр в пределах от 90 до 115. В частности, полученные

методом характеристических рядов оценки [9] близки к оценкам (20). Уточ

ненные оценки (21) согласуются с результатом В. И. Феодосьева, который

получил Ркр = 109,69.
Применение выражений (3) позволяет строить характеристические ря 

ды для задач рассмотренного вида и получать весьма точные значения кри

тических нагрузок (при различных значениях других параметров).
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При проектировании криволинейных элементов трубопроводных контей

нерных трасс параметр переходной кривой рекомендуется выбирать таким,

чтобы в круговой кривой, сопряженной с переходной, осуществить стацио

нарное движение контейнера [3]. В связи с этим целесообразно поставить

вопрос об устойчивости такого движения.

Движение контейнера в криволинейном участке трубопровода в некото

рых случаях можно свести к движению системы двух тел (двойного физи

ческого маятника). При этом считаем, что точка О подвеса системы переме

щается по горизонтально расположенной кривой, на которой находятся

центры поперечного сечения трубопровода. а относительное движение ма

ятников происходит в плоскости его поперечного сечения (рис. 1,2). Исполь
зуя метод Рауса [1, ,2], рассмотрим вопрос об устойчивости стационарного

движения системы; Обозначим m1 , m2 , С1 , С2 , V 1, V 2 - соответственно массы,

центры масс и СКОР9СТИ центров масс первого и второго маятников; Ir",
1 ~1' I~I' Ir,., I~., I~. - моменты инерции первого и второгомаятников отно
сительно соответствующих осей; (Х1 , (Х2 , ~ - обобщенные координаты; Т,

n --,,- кинетическая и потенциальная энергия системы; R - постоянный ра-
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