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НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

ДЛЯ ПОЛУПРОСТРАНСТВА С ДВИЖУЩЕЙСЯ ЛИНИЕЯ

РАЗДЕЛА ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯ

Линейные задачи теплопроводности для слоя и полупространства со

смешанными граничными условиями эффективно решаются методом парных

интегральных уравнении [3]. Однако при решении нестационарных задач

с помощью интегрального преобразования Лапласа по временной перемен
ной ядра получаемых парных интегральных уравнений зависят от ком

плексного параметра преобразования, в связи с чем решение ' этих урав

нений числовыми методами практически невозможно. В данной работе пред

лагается метод решения нестационарной задачи теплопроводности для

полупространства; : базирующийся на методе полиномов Чебышева - Лагер

ра [j].
< Рассмотр им нестационарную задачу . теплопроводности В 'А1ЬЛУПРО

странстве' с движущейся круговой , линией раздела граничных условий.

Пусть на границе Z = О полупространства. отнесенного к цилиндрической

системе координат (г, q>, г), в круге радиуса г = R + vt задана температура

Т, (г, t) S+ (t), а вне 'его происходит нзл учение тепла по закону Ньютона

в среду, температура которой Т2 (г, t) S+ (t). Температурное поле в полу

пространстве г> О определим решением осесимметрической задачи

1 д ( ы: )' д
2
Т дТ :

р дР р дР + дv2 = 75т: ;

Т (р, у, с) = О, с = О;

{~~ . - Bi[T - Т2 (р, с) S+ (т)] - [т'- T1 (р, "с) S+ (с)]} Х

XS+(p-(I+ре't»~{~~~Вi[Т-Т2(Р, e)S+(e)]} =0, 1'=0" , , (3)

lim Т (р, у, т) < 00, (4)
p, j'-to OQ

где S+ (х) = {] 't х > О Л о' 't х ~ О}; т = Ро = atlR2
- безразмерное время;

а - коэффициент температуропроводности; t - время; р = r/R = 1 +
+ Ре с, у = г/R - соответственно радиальная и осевая безразмерные ко

ординаты; Ре = vR/a - число Пекле; R - параметр, , имеющий размер

НОС7ь длины.

Искомую функцию Т (р, у, "с), являющуюся непрерывной функцией

координат и времени, представим ортогональным рядом по полиномам Че

бышева - Лагерра [2]
ее

Т (р, 1', с) = ~ тn (р, у) ь; (с). (5)
,,=0

Здесь
ос

тn (р, у) = ~ т (р , у. с) «<Е; (с); (6)

Ln (с) - ортонормированные полиномы Чебышева - Лагерра. Тогда формулу

(6) можно рассматривать как интегральное преобразование функции Т (р, У.

т) по временной переменной. а ряд (5) - как формулу обращения этого ин-

тегрального преобразования . '
К задаче (1) - (4) применим интегральное преобразование (6) и инте

гральное преобразование Ханкеля [4]. Если
00

T~ (у) = 5Тn (р, у) pJ o (1;р) dp,
u
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то в силу задачи (1) - (4) получим

d2TfI ,,-1
---;тт - (1 + ~2) т;: = ~ Т;:, (n = О, 1, 2, •..);

у m=О

00 I+Peт;

Je-~L,,(-r)d-r S [~~ -(Bi+ I)T+BiT2 (p, -r)+ Т1(р, -r)]x
О О

dT;: fI fI
Х pJo (~p) dp - ~ + Bi (Т" - и,,) = О, У = О,

где

00

иn(р) = ~T2(P, -r)e-~L,,(-r)d-r;
О

(7)

(8)

00

и;: (~) = ~ и.; (р) pJ o (5Р) dp (n = О, 1, 2, ...).
( ,

Общее решение треугольной системы обыкновенных дифференциальных

уравнений (7), которое удовлетворяет условиям на бесконечности ' (4), мож
но представить в виде

н "
тn (у) = l: Аn-с (5)ОС (~, у) (n = О, 1, 2, ., .). (9)

0= 0

Здесь А n-о (s) - произвольные функции, которые определяются из гранич

ного условия (8), а ОО (s, у) (р = О , n) - фундаментальная система реше

ний уравнений (~.

С помощью формулы обращения интегрального преобразования Ханке

ля [4] из соотношения (9) получаем

k 00

T k (р, у) = ~ j Ak- i (и) О; (и, '\') uJ о (ир) du (k = О, 1, 2, ...).
i=O"

Поэтому для функции Т (р, у, Т) из выражения (5) находим

00 . k со

Т (р, у, т) = ~ Lk (Т) ~ ~ A k_i (и) О ; (и, у) uJо (ир) du. (10)
, k= O i= OU

Подставив выражения (9), (1 0) в равенство (8), получим

~O А I1-0 Ю {Bi ОО (5, О) - дОо ;~' О)} - ~O i~J A k-i (и) и {(1 + Bi) о, (и, 0)-

го ( О) {ОО l+Pe't }
- ia~' } Je-'tLn(Т)Lk(т)d. J pJo(up)Jo(sp)dp du=

00 , 1+ Pe 1

=Biu~l- ~е-~Ln(Т)d. f {Bi T2 (p, T)+ T1 (p, T)) pJ o (sp)dp (n=0,1,2, ...).(11)
, U

Пронормируем Ор (5, у) (р = О, n) следующим обр азом:

Bi Ор (S, О) _ дОр ~~' О) = 1

и введем обозначения

(12)

00 1 +Рс!

г, Ю = Bi и~ - f e-~Ln (т) d. ~ [Bi Т2 (р , Т) + Т, (р , Т)] pJ О (sp) dp,
. u

00 I+PeT

5 e-~Ln (.)Lk(.)d. S pJ o(up) j o (Sp) dp (n, k=O, 1,2, ...).
О О

7. '



Так как

00 k oo 0000

~ ~ ~ Ak_1(и) и (1 + О; (и, О» Q~ (и, ~) du =1: ~ Ak (и) uR~ (и, ~) си,
k=O 1=0 О k= OО

где

k 00 k+ ·
Rn (и, ~) = ~ (1 + О 1 (и, О» Qn I (и, s) (n, k = О, 1, 2, ...),

[=О

то система (11) преобразуется к виду

n сс 00

~ Аn_р (S) -- ~ ~ Ak (и) ьл: (и, s) dи = е, (s) (n = О, 1, 2, ...). (13);
р=О k= O lJ

Заметим, что систему (13) последовательным вычитанием можно привес

ти к классической [5] бесконечной системе интегральных уравнений Фред

гольма

00 00

Аn (s) - ~ ~ Ak (и) K n.k (и, ~) dи = Fn (s) - Fn- 1 (s) (n = О, 1, 2, ...) (14}
k= OlJ

с ядрами

к., (и, ~) = и f (1 + О 1 (и, О» IГ' [Ln (Т) - Ln- 1 (Т)] Х
[=о lJ

I+Ре,

Х Lk+i (Т) dT J pJ o (Sp)з; (ир) dp (n, k = О, 1, 2, ...).
1)

В частном случае для неподвижной границы раздела граничных усло

вий ядра Kn.k (и , s) при Ре = О будут иметь следующий вид:

I 00 00

Kn. k (и, s) = и ~ р) о (Sp) Jo(ир) dp ~ (1 + О; (и, О» Jг'Lk+1 (Т) Х _
о /.=0 U

Х [L n (Т) - L n_ 1 (Т)] dT (n, k = О, 1, 2, ...).

Так как полиномы Е; (т) образуют ортонормированную систему функ

ций на промежутке [О, 00), то

I

Kn.k (и, s) = и (Оn-" (и, О) - Gn-k- 1 (и, О» ~ р)о (Sp)J о (ир) dp .
lJ

Вследствие этого система (14) преобраз уется в последовательность интеграль

ных уравнений Фредгольма второго рода

00

Ао (s) - ~ А о (и) К (и, s) dи = г, Ш;
о

00 n_I OO

Аn (S) - JАn (и) К (и, s) du = Fn @ - Fn- 1 (S) + ~ JAk (и) х (15)
О . k= OU

1

х (и (Gn-k (u , O)-Gn_k_l(и, О»J pJo (ир) J o (sp) dp (n=1, 2, 3, ...),
11

где ядро

I

К(и, s) = и(1 + Оо(и, О» JpJ o(sp) J o(up)dp.
О

Решив систему интегральных уравнен и й (14) по формуле (10), определим
температурное поле в полупространстве.
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Рассмотрим вторую нестационарную задачу теплопроводности в полу

пространстве с движущейся прямолинейной линией раздела граничных

условий. Пусть на границе г = О полупространства, отнесенного к декар

товой системе координат.лх, У, г), в полосе - Ь - i.Jb ~ х ~ -b + "vt задана

температура T1 (х, t) 5+ (t), а вне ее происходит теплообмен по закону

Ньютона с внешней средой, температура которой Т2 (х, [) 5 + (1). Темпера

турное поле в полу пространстве Z > О определим как решение следующей

плоской заД;;lЧИ : . ' . ,

, ,

а остальные обозначения

преобразование (6) ' и ин:

д2Т д2Т дТ
-д" 2 +-д ' 2 = -д-;(16)

со у . 1:

Т (~, у, Т) = О, т = О; (17)

{ ~: - Bi [Т - Т2 (~, Т) 5+ (T)j- [Т - ~l (s, Т) 5+(т)]} [5+ (~+ 1+ Ре .1:) -

+ 5+ (s- 1-peTH:~{1: - Bi [Т ~ Т2 ( ;, T)'S+(T)]} = о: у , О; (18)

lim Т (~, у, Т) < 00. (19)
~~OO ' ,

Здесь s'= х/Ь; у =-г/Ь; ~ = at/b2
, Ре = vb/a,

прежние.

Применим к задаче (16) - (19) интегральное

тегральное преобразование Фурье. Если

' 00

T~ (у) = ,/ ~ Тn (~, у) e-iw~ds
,, 2л: -00

(n = О, 1, 2, ...),

", (20),(n=О, 1,2, ...), '

то получим 'задачу

d2T~ " 2 TF ~ I TF
([2-(1 +w) n = '~ 111

У , ' ,n=о

00 '+Ре, F

y~~ Se~'in (Т) Ф S {~~ - Т (1 + Вi)}гiWSd~_ d~n + Bi T~ ' =
о -I-Рет

,00 ' , ' . ' , , 1+ Pe ,

- Bi и~ - у12Л: Se-'Ln (Т) dT S {Bi Т2 (1;, Т) + Т, (s, Т)} гiw~~, 1'=0.
о -I-Pe,

(21)
где

00

F ( ) I r иn (!:) e-ioosd!:
и.; w = , ,г- J '" '"

" 2л: - 00

(n=О, 1,2, ...).

Аналогично предыдущему общее решение системы (20) представим

в виде

n

T~ (у) = ~ А,,_р (w) Ор (w, у),
1'=0

(22)

гле функцииА,,_р (w) определяются из граничного условия (21).
На основании формулы обращения интегрального преобразования

Фурье и формулы (6) имеем
00 k 00

Т (~, у, Т) = v~л: ~o ь, (Т) ~oJoo Ak- i (и) О; (и, у) eiusdu. (23~

,Пuдставив выражения (22), (23) в равенство (21), найдем

~ А {В G го, (ш, О) };=0 n-р (w) i р (w, О) -: ду -
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(25)

со k со-* ~o~oJ", Ak-i(U){(l + Bi)G;(u, 0)- дa;~~, О)} Х

Х {I e-'L" (т) Lk (Т) d. I-f-Г' e iU;e-iW~d~} = Bi и;' -,) Ie-'L" (т) d. х
О -I-Pe't ,,2л О

l-f-Pe't

Х ~ [Bi Т2 (~, т] + Т1 (~, .)] e":"- iWSd~ , у = О. (24)
-I-?e't

Пронормируем Ср (w, у) согл асно условию (12) и введем обозначения

'" '-f-Pe't

я, (w) = Bi и;' - ,/ ~ e-'tL" (.) d. ~ [Bi Т2 (~, т) + T1 (~, .)] e-iw~d~,
" 2л О -l-Pe't

со

Q~ (и, w) = u 1 w ~ e-'tL" (Т) Lk (Т) sin «1 + Ре Т) (и - w» dT
О

(п, k = О, 1, 2, о ..).

Так как

00 k ~ 00 00

~ ~ ~ Ak - i (и) (1 + о, (и, О» Q~ (и, w) du = ~ ~ Ak (и) R~ (и, w) du,
1,=0/=0 -СХ) k=0 _'"

где

оо

k гJ<-f-iR" (и, w) = ~ (l + О; (и, О» I.{" (и, w),
;=0

то система (24) будет иметь вид

n 00 О:)

. 1 r k
~ А,,_р (W) - _ . ~ j Ak(и) R" (и, w) du = Р; (w)
р=О л k=O_",

(п = О, 1, 2, ...).
Систему (25) последовательным вычитанием можно привести к беско

нечной системе интегральных уравнений

Ап (w) - ~ ~ I Ak (и) Kn ,k (и, w) du = Р; (w) - Fn- I (w) (26)
л k=O_",

(л = О, 1, 2, ...)
с ядрами

'" <Х>

1<..".k {и, w) = -1- ~ (l + О; (и, О» Je-'tLЧi (Т) sin «1 + Ре .)(и - w» х
u - ш ;= 0 О

х (L" (т) - Ln_ l (Т» d"t".

в частном случае для неподвижной границы раздела граничных условий

система (26) преобразуется в последовательность интегр альных уравнений

Фредгольма второго рода

00

Ао (w) - ~ ~ А{) (и) К (и, w) du = Fo(w),
-00

оо

A,,(w)-~ r Ап (и) К (и, w)dи=Fп(ш)-F,,_l(W)+
л j

- 00

п- ! '"
1 ~ ~ sin (и - ш) G G О)+ - ."-J A k (и) ( n- k (и, О) - n-k-l (и, ) du
л k=0 - 00 u - [Q,'

(п= 1,2, 3, о •• )
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с ядром

К
sin (и - ш)

(и, w) = (1 + Со(и, О» .
и- ш

Решив систему интегральных у р авнен и й (26), по формуле (23) опреде

лим темпер атурн ое поле в полупространстве. Последовательности уравне

ний (15), (27) можно решить соответствующими числовы ми методами.
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(1)

(2)

Рассмотрим ортогропный цилиндр О ~ г ~ R, о ~ г < 00, о ~ ер < л бо

ковая поверхность которого г = R поддерживается при температуре tb•

Через его основание г = О осуществляетс я конвективный теплообмен с не

однородной средой : коэффициент теплоотдачи а,1 с кольцевой области

Г= ( г , ер , z) :rO ~f ~fl' O~ep < 2n , г = О}

отличается от коэффициента теплоотдачи а с остальной части поверхности

г = О . Температура t1 (г) внешней среды , омывающей обл асть Г, и темпе

ратура te (г) внешней среды , омывающей остальную часть поверхности г =
= О , суть функции радиальной координаты .

Доопределив функцию te (г) на обл асти Г следующим образом : te (г) IгЕГ ==
= te (го) и перейдя к безразмерным величинам , краевую задачу для опреде

ления нестационарного температурного поля запишем в виде [11

k2 д ( дО \ дЧJ эе

pap \P д(j) + дZ2 = a Fo '

э Ip=1 = О,

Здесь

~~ = Bi е + гвг, - Bi) вх (Р) - Bi [ее (Р) - ее (Ро) Х (р)] - ]

- Вг, е1 (р) х (Р) при z = О,

е Iz->oo = о,

е IFo=O= О .

(3)

(4)
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k=

'0 '1 .
Рn = т; Рl = Т'

z= ~;
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