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ОБ ОПТИМИЗАЦИИ ЗАКАЛОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИй

В ствнпянноя ПЛАСТИНЕ

Исследуем возможность управления тепловыми условиями процесса закал

ки тонкой стеклянной пластины. Рассмотрим неоднородную . по толщине

двухслойную систему, состоящую из стеклянной и металлической пластин,

которые находятся в идеальном тепловом контакте. Начало координат по

местим в плоскости контакта пластин, ось у направим перпендикулярно

этой плоскости. Система пластин охлаждается с боковых поверхностей,

температура которых изменяется во времени и является ' функцией управ

ления, т. е. граничные тепловые условия будут такими:

t1 (у, и) = t+ (и) при У = 2h1,

t1 (у, и) -:. t'1. (у, и) при у = О,

1 дl 1 (у , и) _ Л д121У, и) при l' = О,
/\'1 ду -:- 2 ду J

t'1. (у, и) = Г (и) при у = -2h'1. •

Функции {1 (у, и) , t2 (у, и) - температуры в стеклянной и металличес

кой пластинах соответственно; у - координата по толщине системы пластин,

отсчитываемая от плоскости контакта; -2hz ~ у ~ 2h1; 2h1 - толщина

стеклянной пластины; 2hz - толщина металлической пластины; u = 't/aihi;
о( - время; ai2

- коэффициент температуропроводности стекла. В началь
ный момент времени температура пластин имеет вид

t1 (у, О) = tH1, { 2 (у, О) = tH2• (2)

Ставим ' задачу об определении такого режима охлаждения системы,
при котором распределение закалочных напряжений в стеклянной пласти

не оптимально близко к заданному. В качестве критерия оптимальности

принимаем минимум функционала квадратичного отклонения возникающих

при охлаждении напряжений от заданных, т. е.

211,

М = S (а1 (у) - о (у»2 dy,
!J

где а1 (1'), с (у) - заданные и возникающие остаточные напряжения соот

ветственно. Прпнимаем, что температуры по толщине пластин изменяются

по кубическому закону [3] и температура в стеклянной пластине является

симметричной, т. е. Т21 = О . Тогда температура стеклянной 'пластины запи

шется в виде

t ( Т 1 [ (у - h1)2 1 ] dT 11
1 у, и) . Н+2 hi -3----r.iU·

2h,

Здесь ТН = -J- S t1dy- усредненная по толщине стеклянной пластины
1 о

температура. Температура металлической пластины будет такой:

( ) = Т +!.-r (y+h'1.)2 -_I_J dT 12 + y+h2 Т k(y+h2)
t2 у, и 12 2 h~ 3 du h

2
22 + 2h

2
Х

[
(у + h2)2 __1 ] .!!T.1.'L

Х ' 3h~ 5 аи'
о о

где T1'1. = - 2~ St '1.dy , Т2'1. = 2~- ) yt2dy - усредненная по толщине
2 2h, 2 -ан,

металлической пластины температура и температурный момент. Функции



(6)

ТШ T12, Т22 ДОЛЖНЫ удовлетворять полученным на основе граничных усло-

вий (1) уравнениям теплопроводности " "

_1 dT11 + Т = [+ ( )
3 du 11 И ,

_1_ dTll + Т __k_ dT 22 _ Т _l!...- dT12 -Т =0
3 du , 11 15 du 22 3 du 12 ,

dT 11 +~ k dT 22 + k Т + k dT 12 = О
du 5 о du 1 22 О du •

__k_ dT 22 _ Т + l!...- dT 12 + Т = Г ( )
15 du 22 3 du 12 И .

Здесь k = a~h~/aThT; k1 = Цl/~h2; ko = kk 1; aj2, а;;2, /..1' /..2 - коэффициенты
температурс- и теплопроводности стеклянной и металлической пластин со

ответственно. '

В качестве расчетной схемы определения остаточных напряжений при

мем такую.как в работе Ш. Получим

Ео: -
о (у) = 1=v (Ф - Ф), (7)

, . h,
- 1 r

где Ф = h J Ф (у} dy; а - коэффициент линейного температурного
1 о

расширения; Е - модуль упругости; v - коэффициент Пуассона ; ! 'ф 
фиктивная функция распределения температур, определяемая на основа

нии гипотезы замораживания градиентов температурных деформаций:

дf1 (V. Ug) _ dф (V) ' ! l
д',' - ~ при 1 (у, Иg) = g' (8)

(9)

Здесь Иg - момент времени, когда в заданном сечении с координатой у до-
стигается температура стеклования 19. ,

Оптимизацию режимов охлаждения осуществим для следующего зако

на распределения остаточных напряжений в стеклянной пластине:

Еа.Ь r 2 h!]аl (у) = т=v (у - h1) - - 3- •

где Ь - параметр, которым регулируется уровелъ сжимающих напряже

ний на поверхностях стеклянной пластины. МетоДика решения задачи ана

логична приведеиной в работе [2].
Из условия минимизации функционала (3) и решения системы диффе

ренциальных уравнений (6) выражения для функций Т11 • Т12 , Т22 на проме

жутке времени О ~ и ~ Ин (где ин - момент времени достижения на по

верхности стеклянной пластины температуры стеклования ll!.) запишутся

в виде
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(11)
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Рис. 1

а на промежутке времени ин < и < ик (ик - окончание режима охлажде
ния) -

ТН = tg - 2bhТ (ин + +) + 2bhiu + [th1-tg + 2bhi (+ - ин)] е-3и ,
2

1 k (и-ин) (УТТ . УТТ )
Т12 = -15 Сзе 8 cos-k- (и - ин) +vп SlП -k- (и - ин) -

t,Oc 1 з, (и-и ) ( УТТ
550 - ---ТБ С4е k н 8 sin -k- (и - ин) -

гтг vтт )- 11 cos-k- (и - ин) + tg -

-2ЬМ(ин ++)+
+{-(1 ++-+2k)ЬhТ+2Ьhiu+

3 (k - 5) [tH1 - Ig+2bhi (-} - ин)]
+ е-З

и

ki (5 + 4k + Зk2) ,

150
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Рис. 3
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Рис. 2

9

; (и-ин) [У'ТТ УТТ]= е СзСОS -k- (и - ин) + С4 sin -k- (и - ин) -

2( 1) 15 (1-k)[tНI-Ig+2Ьhi(+-uн)] -3и
- 2kbhl 1 + ---;;;; + k

1
(5 + 4k+ 3k2) е .

Произвольные постоянные СО, С1 , С2 , Сз, С4 определяются из начальных

условий (2) и условий сопряженности температурного поля [~(y. и) мегалли-

[,Ос

80,'

ческой пластины в момент времени Ин. Имея выражения (10), (11), для Та,

Т12 , Т22 на основании первого и четвертого уравнений системы (6) опреде

лим функции управления [+ и Г.

Численный анализ функций управления [+ и Г, при которых остаточ
ные напряжения в стеклянной пластине распределяются по квадратичному

закону (9), выполнен для следующих значений параметров : tH1 = 9000 С,

tH2 = 4650 С, tg = 5000 С, л'1 = 0,39 . 10-3 кал/мм . с . град, л'2 = 0,12 х

х 10-1 кал/мм· с . град, ai2 = 1,25 с/мм2 , а22 = 0,0752 с/мм", а = 6,9 Х
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хкг" l/граД, Е = 6,54 . 103 кг/мм", h1 = 5 мм; h2 = 35,40 мм, Ин = 0,2;
0,5; Ь = 2,5 . 10-2, О град/мм",

На рис. 1 приведены графики функций (+ и Г в зависимости от времени
И'I (сплошные линии для Ин = 0,2, штриховые - для Ин = 0,5) достиже

ния на поверхностях стеклянной пластины температуры стеклования tg
при заданном уровне сжимающих напряжений (и (2h1) = (J (О) =
= -1 кг/мм"). Из графиков видно, что с уменьшениемвремени Ин сокраща

ется общая продолжительностьпроцесса закалки. На рис. 2 приведены гра

фики функций t+и Г в зависимости от уровня сжимающих напряжений на
поверхностях стеклянной пластины (сплошные линии для (J (2h1) = о (О) =
= О кг/мм", штриховые - для о (2h1) = (J (О) = -1 кг/мм"). Из гра

фиков следует, что с увеличением уровня сжимающих напряжений, на-

чиная с момента времени стеклования ИН' градиентность функций (+ и (
увеличивается. На рис. 3 приведены графики t+ и Г для двух толщин ме
таллической пластины 2h2 = 40 мм (сплошные линии) и 2h2 = 35 мм (штри

ховая).
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РАСЧЕТА ГИБКИХ

ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК, НАХОДЯЩИХСЯ В ТЕМПЕРАТУРНОМ ПОЛЕ

Аналогично к численной схеме исследований [2] применим метод Ньютона 
Канторовича для случая нелинейной задачи термоупругости. Как известно

[3, 5], напряженно-деформированное состояние гибкой пологой оболочки

под осесимметричным температурным воздействием сводится к системе двух

нелинейных дифференциальных уравнений. Относительно разрешающих

функций W*, Ф* система имеет вид

d3Ф" 1 d2ф* 1 dф* 1 (dW: 1 dW*) dW* ' _ 1 dQr,
d(Т +р d()2 - 7 ~ +р ~ + ""2 d[> ~ - р ([р'

. . (1)

d3W* 1 d2W* 1 dW*
dfТ +р ----ctpг - 7 ~ -

= _ (1 + v) d:~, ~

dф* d (W* + W:)

~ dp

(2)

где приняты следующие безразмерные функции и параметры: W* = ~,

Ф* ф г W · (2 1) Wон а т= Eh3 , Р = а ' н = "у р - , "у = ~, qr, = 7i'Г" l' qr, =

а2

= -h- Т2 • Здесь W - прогиб оболочки; Ф - функция усилий; р - координа-

та по радиусу (О ~ r ~ а); а, h - радиус и толщина оболочки; WOH - на

чальный подъем оболочки; Т1 - средняя температура по толщине оболочки;

Т2 - интегрально характеризует перепад температуры по толщине; v
коэффициент Пуассона. Суть метода состоит в том, чтобы свести систему
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