
на амплитуды контактных напряжений и усилий в оболочке. Амплитуды

этих величин уменьшаются с ростом с(1) , что соответствует случаям воз

растания теплоемкости , материала заполнителя или уменьшения теплоемкос

ти основного материала. В предельном случае C(I) -+ 00, как это видно из

соотношений (17)1 - (19)1' напряжения и усилия исчезают.

Быстрота сходимости рядов (13) зависит от относительного расстояния

центра включения от плоской границы d*. Так, если при d* = 2 ограничить-

ся 4-5 членами рядов (13), то относи- .
тельная погрешность составляет 0,5%. ~
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Если d* = 4, то необходимо взять 3 члена рядов (13) при указанной по

грешности. При d* > 6 достаточно ограничиться первыми членами рядов

(13); это свидетельс твует о том, что влияние плоской границы при а; > 6
мало сказывается на распределении напряжений в окрестности включения,

а также на величину усил ий в оболочке.
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Н. Н. Тимошенко

К ОПТИМИЗАЦИИ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ

СВАРНЫХ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

Рассмотрим тонкие пологие оболочки вращения постоянной толщины 2h
с начальными остаточными напряжениями, вызванными начальными не

обратимыми остаточными деформациями е;/) и, j = 1,2). С целью опреде
ления оптимального по напряжениям распределения необратимых остаточ

ных деформаций в рассматриваемой оболочке наряду с заданным распре

делением начальных необратимых остаточных деформаций е;7) рассмотрим
распределение

(О) (н) (д)
elj = elj + elj • (1)
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(2)

Здесь e~1)- компоненты дополнительных к начальным необратимых оста
точных деформаций, которые характеризуют изменение в распределении

eij). Если распределениее'[' задано, задача об определении напряженно-де
формированного состояния в рассматриваемой оболочке в рамках гипоте

зы Кирхгофа - Лява сводится к решению системы разрешающих уравнений

о • :< 1 [ д (дГёУ) (О) ae\z) )
V-V-ер-VkW+- - ---81 --- +, дг дг дВ

1 д
(

де(О) дге( О) )]1 12 (О) О+--- --------812 =
'д~ д~ дг '

1 [д (дГХ(О/ дх(О) )V2V2W + bV~ep + V2 (х\О) + x~O» _ ~ 2__ х\О) 12_ +
, дг дг д~

1 д
(

дх' О/ arx l O
) )]I 12 (О, О+--- --- ---- -Х12 =

г дВ д~ дг •
где

h

8~0' - _1_ r e~~)d";
21! j r

- h

11
( О) 1 r (O)d

8 12 - 2iI j el2 У;

- 11

п

"),.0) 3 r (О)
r. = 2/13 j eii ydy;

-h

"
(О) :J r (О) d

Х12 =~ j el2 у У;

-h

(3)

l[a( д) 1 д
2 1

V2 = -,- дГ r ---ar + -,- д~2 J; 2 1 [ д ( д) k · д
2]

Vk = -,- ---ar k2f ---ar + -:-~_ ;
D

ер, (V - силовая функция и функция прогибов; Ь = +; Do = 2Eh - жест
1

2Elt 3

кость на растяжение; D1 = 3 (1 _ v2) - жесткость на изгиб; Е - модуль

упругости; v - коэффициент Пуассона; k1• kz - главные кривизны средин

ной поверхности; г, ~ - полярные координаты с полюсом на оси вращения;

у - координата по толщине. При этом должны удовлетворяться определен

ные граничные условия, которые соответствуют конкретным условиям за

крепления краев оболочки.

Ставим задачу о нахождении такого распределения ei1' необратимых
остаточных деформаций, создание которого совместно с начальным распре

делением ei7) необратимых остаточных деформаций приводило бы к оптималь
ному понижению уровня начального напряженного состояния. Эта задача

решается с использованием методов вариационного исчисления.

В качестве критерия оптимальности принимаем энергию упругой де

формации оболочки [2], которая является интегральной мерой ее напряжен

ного состояния и в рассматриваемом случае представляет собой следующий

функционал на множестве разрешающих функций ер, w. е\1'. e~~). e\g':

к [тр, w, е\1), ek~) , e\~)] = ~l-(IrFrdrd~ +r~Л f' FOTdrd~dY).
'0 u '. о -11

Здесь

[(
д2<р )2 д2ер (1 дер 1 д2<р) (1 дер 1 д

2<р)
2

F = Ь -----С57Г - 2v (j?i"" -г- -----ar -:- --;:г д~2 + -,-~ + ----;т- д~2 +

(
1 д<р 1 д

2<р )2] (д
2
Ш )" д

2

ш ( 1 дш2 1 v -------- -- 2v-- ----+ ( + ) г2 д~ ' дгд~ + дг2 + дг2 Г дг +
1 д

2Ш) (1 дш 1 д
2Ш)2 ( 1 дш i д

2Ш

)2-1- Г2' rJj32 + r дГ + 7 "'дf32 + 2 (1 - v) ----;'2т - --;- дгд~ -t

2 ( д
2ш

г: дш ~ д
2
Ш) x(Ol ' 2 (_1_ !!!!- _1_ д

2
ш+ , дг2 + Г дг + г2 д~2 1 + г дг + г2 д~2 +

;G4



+ ' (}2Ш) (о) + 4 (1 ")' .1 ( д~ш, 1 дш .) (о)"1 Х2 -"1 - .----~ Х12-_. ." дт2 _ , - , Г дгд,В ', Г ' д~- , , '

, - ; (8\0)' + 2V8(0)8~0) + 8~0)' + 2 (1 - "1) 8\~)');
, _.

" . З , (0)' · ·2 \01 (о) ' (о ), ' , (о),
Fo - ~ (elJ + vell е22 + е22 + 2 (1- "1) el2 );

(5)

, = '0, '* - краевые сечения оболочки. ,
Сформулируем вариационную задачу о нахождении экстремелей функ-

ционала (3) на множестве допустимых функции <р, ш, e\~) e~g), e\~), которые удо-
в.щ~творяют связям (2) и условиям на распределение: ' -

Ф'~ ~Фi(е\~),е~~),е\~»=О (j=I,k; k::::;;2). ' (4)

Решение этой задачи на условный экстремум можно получить методом мно

жителей Лагранжа [1]. Из необходимого условияэкстремума получаемурав

нения .Остроградского-з-Эйлера, которые вместе с уравнениями (2) и усло

виями (4) составляют полную систему соотношений для нахождения

допустимых функций <р, ш, e\ ~), e~g), e\~), множителей Лагранжа и условий за
крепления краев оболочки. О.птИr:t,альные необратимые остаточные деформа

ции ei'j! из решения сформулированной экстремальной задачи определи-

юТся,(о~лед~~щим (:бра~О~: h~ '-- ~ [ (дфl дф, ) 1 Sh '

е11 - 81 + УХI - З(I_v2) ~ f.L, де'О! - "1 де( ОI -----rяt 1:1-1 х
,= 1 , " , 22 -1,

. (' дфj ' дФj ") ' зу s" (д~~ - дф/)] "
_х де(О) -:-:- V , де(О ) dy - 2h3 f.t i де(О ) - V де(О) ydy ,

, I1 ' 22 - , , _" 1J 22

(о) ' (о ) , (О) - h3
, '~[ (дфj " дФ/) ' 1 S"

е22 = е2 + УХ2 ' - 3 (1 _ v2) ~ f.Lj де(О) - V де(О) - ----rяt f:tj Х
/= 1 22 , 11 - h

(
дФj , дФj ) 'Зу s/' '( дФ: дФj ) ]

Х де(О) - Vao(O) , dy - 2h3 /Li де(О) -"1. де(О) ydy,
22 -п -h 22 11

(6)

~ (дфj 1 Sh дФj Зу S" дф, d)
;( ~ f.L/~ - ----rяt f.L/~ dy - 2h3 !-Ь/""'д"fOГ1' У ,

1=1 е 12 -h е 1 2 -h el2

а компоненты деформаций срединной поверхности удовлетворяют системе

уравнений

(О) (о) дx~O ) дx\~) 1
Х\ -Х2 -'----а;- + ---аг + 2 (1 _ v2) ~ [(l+V)S" /L '( дф, -.!5!L)Уd1' +kJ 'де(О) де(О)

,=1 -11 11 22

д s" (дФ; дФI ) ] , 1 ~ ( д SI! дФj d) - о+ ,дГ /Lj V д<"J - ~ ydy + 4 (1 - v ) kJ д'i} f.ti ' де( О I у у - ,
-h е 1l е22 ,=1 _ " 12

~ Г_д Sh .(~-v дф/) d _
kJ l д~ /L, де(О) де(О) у у
/=1 -h 11 22

1 Sh дФj 1]
- ""2 1:1-1 де(О) '"ау , = О,

- _h . 12 '
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(
д (о) д (о) )

k%(O)+k%(O)+~~ г~-+- €(o)_€(o)_~ +
2 ! 1 2 Г дг дг 2 1 д~

(0) - (о) k [ It
1 д де! (о) ael2 1 "' - дФj+г дl3 (дjГ - 2€12 - Г -----аг) + 2 (1 - V2) L k2 S!-Li (де(о) -

_ ;=\ -h 11

дФ j ) Sh (дфj дФj ) ]
- 'v-д(о) ydy - k 1 !-Li 'V-д(о) - -д(о) ydy = О.

е22 - h e\l е22

о

-0,0/

-0.02

0.068 0.092

..
1/ ///// [1 //////1
Ii rz

Рис. 1

Здесь !Li (j = U; k:::;;;; 2)- множи
тели Лагранжа. При отсутствии

ограничений вида (4) иэ соотноше

ний (5), (6) получим
(о) (о) + (о) (о) (О) (о)
еи = € / Y%i, el2 = €12 + У%12

(i = 1,2); (7)

д (о) д (о)
(о) (о) х,2 X,12

ХI -%2 -r-----ar- +~ = о,

дх,\О) ax,i~ 2 (о) о---ar - г -----ar- - %12 = ,

k %(0) + k %(0) + _1_~ (г дe~O) +
2 1 1 2 г дг дг

де(О) )+ е&О) _ eiO) 12_ +
дВ

(
д (О)+ _1 д_ __е_1 __ 2€i~) _ r Х

- г д~ дВ

(8)
де(О) )

Х __]2_ --о
дг -.

Таким образом, оптимальные дополнительные-к начальным необрати

мые остаточные деформации e~1), полученные из решения вариационной за
дачи при отсутствии ограничений на их распределение, вместе с начальны

ми необратимыми остаточными деформациями e}j) линейные по толщине
и удовлетворяют условиям совместности.

Система дифференциальных уравнен и й (8) позволя ет с учетом соотно

шений (1) при заданном распределении e~j) найти множество локально рас

пределенных оптимальных остаточных деформаций ei1), создание которых
обеспеч ив ает полное снятие начальных остаточных напряжений . Это дает

возможность целевого выбора ei1) с учетом возможностей их реализации
на практике.

Исследование полученных результатов проведено для пологой сфери

ческой оболоч ки с круговым отверстием радиуса г = го и кольцевым свар 

ным швом радиуса г = ГО *, в обл асти Г1 :::;;;; г:::;;;; Г2 (го* > го, Г1 < ГО ' < Г2)

которого заданы начальные осесимметричные необратимые остаточные де-

формации €i">' %~It) (i = 1, 2).
Из системы уравнений (8) определяем такие отличные от нуля оптималь

ные дополнительные к начальным необратимые остаточные деформации:

r

(д ) _ m- 1 r( *)-mf d *
еl - тг J г / Г ,

r _,
(д) m-! (' * t *

е2 = г J (г )-'" i dr ,
'!

(9)

r

(д) Г/ (" ) () (,,) + 1 \" - ('< -'d '" --
%2 = -Г- %2 Г i - %2 ;;- ,; %1 г,

,.



где

{i=B\//}- ~, (rв~H» +} {(г*T~ Х\//)сЩ+Г*Х\Н»)dГ*, i= 1,2;
'0 , i

R - радиус оболочки. При этом полученные деформации (9) локализованы
в области го ~ г ~ Г2 (i = 1, - 00 < т < 00) или распределеныв области

г ~ Г1 (i = 2, т < 1).
Численные исследования выполнены для случая, когда распределение

начальных необратимых остаточных деформаций согласно данным, приве-

lд) (д)

г, itz 85 га) (д )

r,~ Ei,~

Ё'\-- -8.5
! '~m=-J.5 / -45

'/"~=-0:5
~~---

о о
m =-1,5 \\

45 \\ ! m=-·О.5

85 \с'-- xJa) -э».

\ / -85
-001

0.068 0.092 е -0.0'0058 0.082 о,Юб r. 0.044-

Рис. 2 Рис. 3

денным в работе [3], характеризуется в области Г1 ~ Г ~ Г2 функциями

е\Н) = а1 (р - Рl)2 (р - Р2)2, B~H) = а2 (р - Рl)2 (р - Р2)2, (1О)

х\//) = аз (р - Рl)2 (р - pJ2, Х2
Н

) = а4 (р - Рl)2 (р - Р2)2.

Здесь р=-т; Рl= ~ =0,066; P2=-'"R =0,1; а1 = - 2 , 1 5 ·105;

а2 = -2,79 . ]04; аз = -2,87 . ]05; а4 = -4,07 . 104.

Графики распределений начальных необратимых остаточных деформа

ций (10) в зависимости от координаты р приведены на рис. 1, откуда видно,

что приведенные деформации B~H), x~//) (i = 1, 2) отрицательного знака.

При этом в\//), х\//) значительно больше 8~H), x~H) г:о абсолютной величи

не соответственно. Оптимальные дополнительные необратимые остаточные

деформации (9), локализованные в области го ~ г ~ Г2, представлены на

рис. 2, в области г ~ Г1 - на рис. 3. При этом графики распределенийв'Р'

(сплошные линии) и ~д) (штриховые) приведены на этих рисунках для. раз
личных значений параметра m.
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