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исслщовьнив ДИНАМИЧЕСКИХ ТЕМПЕРАТУРНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ

В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕСО СФЕРИЧЕСКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

Рассмотрим упругое полупространство г ;;;:: О, отнесенное к цилиндрической .

системе координат г, ер, г (рис. 1). В полупространстве на некогором рас

стоянии d от плоской границы z = О имеется сферическое включение, отнесен

ное к сферической системе координат р, ер, е (рис. 1). Включение представля

ет собой тонкую упругую замкнутую сферическую оболочку толщины 2150
с теплопроводным мягким заполнителем (жесткость заполнителя мала по

сравнению с жесткостыо оболочки и полупространства): при этом в области

р ~ R] (R] < d), занятой заполнителем, действуют периодические во вре

мени источники тепла интенсивности

р

z

О,

Рис.

q(-r) =Q]exp(ioo-r) (00, q] =const) (1)

(т ~ время). На контактирующих поверхностях (полупространство - обо
лочка, оболочка - заполнитель) выполняются условия идеального тепло

вого контакта. Между оболочкой и полупро

странством существует жесткое сцепление. На

плоской поверхности полупространства z = О,

свободной от внешних нагрузок, происходит

теплообмен с окружающей средой (температуру

которой принимаем равной нулю) по закону

Ньютона . При таких условиях и распределении

источников тепла (1) температурное поле и на·

пряженно-деформированное состояние системы

не будут зависеть от координаты ер. Решения

сформулированных выше задач теплопроводно

сти и динамической задачи термоупругости для

пол упространства с рассматриваемым включе

нием приведены в работе [1 J. в этой работе

методом последовательных приближений полу

чены решения указанных задач, представленные в виде аналитических со

отношений, с помощью которых для значений температуры, персмещений

и напряжений в полупространстве. а также усилий и моментов в оболочке

определяется любое приближение по предыдущим. В настоящей работе

доказывается сходимость этого метода, а также приводятся результаты

численных исследований динамиче ских напряжений в пол упространстве и

усилий в подкрепляющей оболоч ке.

О сходимости решения. Функции F, Н и '1'; через которые определя

ются все компоненты , характеризующие термонапряженное состояние
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рассматриваемой системы, с использованием соотношений (14)1' (16)1 и (22)1
представим в виде *

F = ~ FZj +5 ~~: +:: e-~ ,(z+d) l~ F (2j ) .] J о (И ~~ d'S,
,=0 о /=0

Н = ~ н., - r{ ..2~t2 e-:J ,d- ',J. 2ZU
1

(1;) [~ F (2Л] +
LJ J Лft 1 -1- ее LJ
;=0 о ;=0

+ e-;J.,(Z+d)U2Ш [~o Н (2Л ] -

- S2f12Г',J.,d-~" zuз (s) [ ;~ чr (2j) ]) J о (1;г) :2 d1;, (2)

'у = f 'Yz; +I{~3/:~~+~:e) e-',J.,d-',J.,zUз Ю [f F(2Л] +
,=0 о [=0

+ f1зг:, ·d-',J., zuз (1;) rto н (2j ) ] -

- г',J.,(z+d)U 2 Ю r~o 'у (2 j) ]} J о (sr) f~ d1;,

и) Ш = [1.. (21;2 - т~)2+41;2f1зе:] L!-I ('S), и2 Ш = 1+ 8s2f12 f1з L!- t (s),

Uз Ю = 4 (2s2- тЗ) L!-1 Ю; L!Ш = (21;2- т5)2 - 4'S2 f12 !-1-з .

f1; = S2- т; (р = 1, 2, 3), т~ = - иля;", т~ = X2R, Z,
2 2 2 '" R -1 L R -1 1'.-1

тз = 11 mz, л, = (j) \а, = а )а , 11 = а", .
Здесь Л, а и ее - коэффициенты теплопроводности, температуропроводнос

ти и теплоотдачи соответственно; а, ~ - скорости распространения упру

гих волн расширения и искажения; Jn (х) - цилиндрическая функция Бес

селя первого рода; hn (х) - сферическая функция Ханкеля второго рода .

Функции Fz;, н.; 'YZj, F (2п, Н (2п и чr (2п имеют вид (15)), (22)1 и содер

жат величины a~O, b~Zj), c~Zj), которые определяются из уравнений (17)1'
(23)); соотношения (23)1 связывают коэффициенты a~i+Z), b~,Zj+Z', c~H2) . С

коэффициентами a~2i+l), b~Zi+') и C~2i+l) предыдущего приближения .

Покажем, что ряды, входящие в формулы (2), сходятся. С этой целью

предварительно оценим коэффициенты a~~', ЫГ', c~~ ) (р = 2j + 1; 2j +
+ 2). Из соотношений (17)1 и (22)1 получаем

IF (О) I< RY/o, IН (О) I< RYIььО)т2'R,З \, 10 = IаЪО'т,IR,з 1 · (3)

Используя эти неравенства, а также формулы (22)1' (23)) , для коэффи

циентов a~ ', ь:/' и c:,I ) получим справедливые при больших значен ия х 'S
и п соотнош ения

Iа:,') I< RTd-' 10 (2n + 1)!I (т)dГ", Ib~!ll \< R~d-l/ln (2n + l)!! (т2dГ"',

I c~,"I<RT/l(2n+ 1)!!(тзdГ"; 11= (1-'Il2Г'(fо+lьЪО)т21R~I)· (4)

При Ixl « n для сферических функций Ханкел я н; (х) н Бесселя jn (х)

справ едливы разложения [2, 3]

hl1 (х) "-' i (2n - l)!! х-I1-1, jn (х) "-' [(2n + 1)!!Г'х". (5)

• Нижний индекс «Г » у номера соответствующей формулы указывает, что она взята

из работы [Г]. Обозначения, если это не оговорено, используются те же, что и в работе [ 1].
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Определив из равенств (20)1' (23)1 постоянные a~2), b~2), c~2) И затем ис
пользовав соотношения (4), (5), получим

Ia~) 1< RT/o [(2n - l)lIг
I (m1RTd-

l)n+l, Ib~~) I< RT/1n [(2n - 1)llг l Х

Х (m2RTd-
1)n+l, Iс~)I<Rf/1[(2n-:- 1)!!г'(mзRТd-l)n+l. (6)

Наконец, после аналогичных выкладок для любого j>: 1 найдем

la~i+l) I< RT/o (R1d- I);+ I [d (2d - R1г
1] /+"'(2n + I)!! (mJdГn,

Ib~2i+l) 1< RT/1n (R1cГ
1)4

; [d (2d - R1г']4i+
n (2n + 1)1! (m2dГn, (7)

IC~2;+I) 1< RT (2d - R1)11 (R1d;-1)4
1 [d (2d - R1г']4i+

n (2n + 1)!! (mзdГn;

Iа:?Н2) 1< RT/o [R1 (2d - R1г
1]

;+n [(2n - I)!!г l (m1R1/ + I
,

Ib~~;-2) 1< RT/1n [R1(2d - R1г
l]4i+n l(2n - I)!IГ' (m2R1)n+l, (8)

1 c:~H2) I < R~/l lR1 (2d - R1г
1]4 i+n+l [(2n - 1)1 !г 1 (mзR1(+1.

00

Рассмотрим сходимость ряда ~ F2; . С использованием соотношений
;=2

(5), (8) и (15)1 при а ;» R1 ир> к, получим

I~2 F2; I< ~2 [Il~ Iaj~;) 11 п; (m 1 р ) 1] <

< R~ (2d - R1)- I lot [1 - R1 (2d - «.г'г'. (9)

t = R1P-
1 [1 - RTp-l (2d - Riг1гl •

00 00

Аналогично оцениваются ряды ~ Н2; и ~ Ч'2;:
;=2 ;=2

(11)

I~2 Н2; I< R~p-I (2d - R1г5
11t [1 - Rt (2d - R.гг'.

I~2 Ч'2; I< Ri (2d - R1г5 /J [1 - Rt (2d - R 1г4г' . (10)
00 00 00

далее рассмотрим сходимость рядов ~ F (2/), ~ н (2j) и ~ ч' (2j),
;=2 1=2 ;=2

которые также содержатся в формулах (2). С использованием соотношений

(22)1 инеравенств (8) при больших значениях ~ и n получим

'~2 F (2п 1< mll~2 [~o Ia~iJ I(n!г 1
(2n - 1)11 (M1ml

1)n]
<

< Ri (2d - R1г
l 10 п - R1(2d - «.г'г eR '~ I .

00 00

Для рядов ~ Н (2п и ~ ч' (2j ) имеем
1=2 ;= 2

I~2 Н (2п I< Ri (2d - R1г5
11 [1 -:- Rt (2d - «.г'г' M2e R,!J. . ,

I~2 ч' (2j) I< R?(2d - R1г5
11 [1 - Ri (2d - «.г'г' еR , !J.з . (12)

Из неравенств (11 ), (12) следует сходимость интегралов, содержащихся

в формулах (2).
Таким образом, функции F, Н и Ч', записан ные в виде (2), представля

ются сходяшимися рядами и интегралами.

Результаты с чи сленных исследований. Соответственно решению (14)1
температуру, напряжения в полупространстве, а также усилия и моменты
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в оболочке запишем в виде

i = eiw't ~ (/2; + 12j+l),
;= 0

00

(J - e i w't ~ ((J'2 j ) + (J(2i+ 1»km - .k.J km km ,
;= 0 ·

(13)
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N 1= eiW't~ (N}2 j
) + N}2i+1

) , М[ = eiw't~ (M}2 j
) + M~2i+1»,

;=0 ,= 0

где k, 1 = р, ер, 8; г ; ер, г, а величины 'р , (JJ!f), МР\ M~P ) (р = 2j, 2j + 1) оп
ределяются соотношениями (6)1' (7)1' (10)1' (13)1' (15)1 - (23)1'

Численно на ЭВМ «Минск-32» исследовалось влияние теплофизических

и геометрических параметров заполнителя на амплитуду контактных напря

жений , а также усилий в оболочке .

Изучали влияние безразмерного пара

метра частоты Х на ампл итуду напря

жений и усилий. При вычислениях ис

пользовались 4-5 членов разложения

(13). Расчеты проводили для следу

ющих значений параметров: L = 1,
1] = Vз, k* = 2боRi

l = О, 02, Л(О) =
бf'

= ЛОЛ-1 = 0,3, с(О) = сос- ! = 1,4, g(O) = g og- I = 2,8, a i/J = a~) (а(l)-I =

= 0,5, Е(О) = EcE-1 = З, Bi = всR1л-
1 = 1, Vo = V = 0,3. Здесь с

теплоемкость ; g - плотность; Е - модуль Юнга ; V, a(t) - коэффициент

Пуассона и линейного температурного расширения соответственно; вели

чины с нижними индексами «О» , «1» относят ся 1{ оболочке и запол н ителю

соответственно, а без индекса - к пол упространству. Некоторые из по

л ученных результатов приведены на рис . 2-5.
На рис. 2 представлены зависимости от координаты 8 ампл итуды кон

тактных напряжений (Je (сплошные линии) и (J q:> (штри ховые); эти кр ивые

пол учены при c< l ) = С1Г' = 0,5, d* = dR,1 = 4 дл я нес кольких (у ка
з анных на гр афике) значен и й параметра Х. По оси ординат здесь откла

дывалось безразмерное напряжение о, = З", (RiqtCх(t)Gгl (Ju, i = 8, ер ;
G - модуль сдвига. Кривые, показанные на рис . З, 4, иллюстрируют из-

менение амплитуды контактных напряжений (Jq; и усилий в оболоч ке н;
в зависимости от отношения теплоемкостей материалов заполнителя и полу

пространства С<!) при Х = 0,01; ,0,05; 0,1 и а; = 4, 8 = О, н; =

= 3", (DоRiq1а(i)г
l NqJ, D o = 2ЕоОо (1 - v6г l . Исследовали также тер

моупругое состоя ние пол упространства в окрестности включения в за

висимости от р асстояни я его центра от плоской границы, характеризуемого

параметром d*. На рис . 5 показано изменение амплитуды контактных на

п р яжений (JO с изменением координаты 8 при различных значени ях пара

метра d* (Х = 0,05, c(l) = 0,5). Из приведенных на рис. 2, 3 графи ков

сл едует, что дл я рассмотренных значен и й параметров амплитуды контактных

напряжений уменьшаются с ростом частоты Х. Аналогичная картина имеет

место и для амплитуды усил и й в оболоч ке н; (см. рис . 4). Полученные ре
зультаты (см. рис. 3, 4) показывают существенное вли ян ие параметра C(I/
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на амплитуды контактных напряжений и усилий в оболочке. Амплитуды

этих величин уменьшаются с ростом с(1) , что соответствует случаям воз

растания теплоемкости , материала заполнителя или уменьшения теплоемкос

ти основного материала. В предельном случае C(I) -+ 00, как это видно из

соотношений (17)1 - (19)1' напряжения и усилия исчезают.

Быстрота сходимости рядов (13) зависит от относительного расстояния

центра включения от плоской границы d*. Так, если при d* = 2 ограничить-

ся 4-5 членами рядов (13), то относи- .
тельная погрешность составляет 0,5%. ~

8ff
т

Рис. 5

11
4

~ B' I
I

I
1,1L-----.-------r-----,r---

о

2,2

о 40 80 120 /60 c(l)

Рис . 4

0,1

0,4

[jJ

0,2

Если d* = 4, то необходимо взять 3 члена рядов (13) при указанной по

грешности. При d* > 6 достаточно ограничиться первыми членами рядов

(13); это свидетельс твует о том, что влияние плоской границы при а; > 6
мало сказывается на распределении напряжений в окрестности включения,

а также на величину усил ий в оболочке.
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К ОПТИМИЗАЦИИ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ

СВАРНЫХ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

Рассмотрим тонкие пологие оболочки вращения постоянной толщины 2h
с начальными остаточными напряжениями, вызванными начальными не

обратимыми остаточными деформациями е;/) и, j = 1,2). С целью опреде
ления оптимального по напряжениям распределения необратимых остаточ

ных деформаций в рассматриваемой оболочке наряду с заданным распре

делением начальных необратимых остаточных деформаций е;7) рассмотрим
распределение

(О) (н) (д)
elj = elj + elj • (1)
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