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к ПОСТРОЕНИЮ УРАВНЕНИй ДИНАМИЧЕСКОй ТЕРМОУПРУГОСТИ

ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ВАРИАЦИОННОГО ПРИНЦИПА ЛАГРАНЖА

Пусть тонкостенная изотропная оболочка постоянной толшины 2h, отнесен

ная к смеШаННОЙ ортогон альной криволинейной системе координат (а, ~, у),

находится под действием заданных температурного поля t (а, В, у, Т), мас-- -совых F (а, ~, у, Т) И внешних поверхностных tn(а, ~, у, Т) сил. При нуле-

вых начальных УСЛОВИЯХ система уравнений и граничных услови й динами

ческой задачи несвязанной термоупругости оболочек, сформули рованной от-

носительно компонент вектора перемещений U(а, ~, у, Т) = (И1 , И2 i И~),
может быть получена минимизацией функционала

. .. 1 rrs'[. . . .
.. :"J> [И1 , и2': из] = 'il!""" j j ._ ОааОаа + ОЩзОвl3 + 01'1'01'1' - 2v (Oaa OI3I3 +

' 0 (V) О

~'y~~;~y + 013~0~y) + 2 (1 + v)(OaI30 : 13 + 'О1'аО;а + О131'ОВ1') - Ер ( a~ia~~ +
: • . : : ; г ои: ги: )

: " .. . ди2 2 диЗ 3 • • •;.... .+ --агаг + аг--аг - 2Ер (F'И1 + г.и, + FзИз)] d'f,dVdT-

'о t

- SS S«»,+ t;И2 + f~Uз) d'f,d2:.dT, (1)
О (L) о

определенного на множестве функций И1 , И2 , ИЗ' Здесь (~/) - область, эа

нимаемая оболочкой; (2:.) = 0:+) + (~~-) + (~') - поверхность оболочки,

где (2:. ±) - поверхность при у = + h соответственно; (~') - поверхность
граничных сечений; Е - модуль Юнга; v - коэффициент Пуассона; Fi ,

I1 (i = 1, 3) - компоненты векторов Fи 7"соответственно; 0 ij и, j = 1,3) 
компоненты тензора напряжений, которые считаются представленными

через компоненты векгора перемещений; 't - время; звездочкой обозначена

операция смещения по времени, а именно: g* (а, ~, у, р) = g (а, ~, у, т - 'f,);
индексы П соответствуют координатным линиям а, ~, у.

Функционал (1) является обобщением вариационного принципа Лаг
.ранжа в теории упругости и термоупругости [1,3,5-10] . Отметим, что в от

личие от известных в литературе вариационных принципов динамической

задачи теории упрутести [2] и термоупруго сти [9] исходный функци онал за

дан на множестве функций И1 , и; ИЗ.

Для построения приближенн ой системы уравнений динамической тер

моупругости тонких оболочек принимается, что распределение персмещений

по толщине оболочки представляется в виде разложения по пекотор ой пол

ной системе функций ('Рm (у)}, непрерывных на отрезке [- - h, h]. При этом

ограничимся конечным числом членов разложения функций И1 , Uz, из:

и1 = иm'Рm. И2 = Vm'Pm' , ИЗ = ШmСРm(m = О, n). (2)
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(3)

двм(т)
VCl

да

AB'Q (m) АВАО д2ш[
- уу =р [т~

И граничных условий на контуре (Г) срединной поверхности (2:0):

BM~~ cos (--;, -;1) + AN~W cos (7t, (;2) = tlm,

BM~B) cos (~, -;1) + AN~~) cos (:Z, -;2) = t2m, (4)

( т) --> --> А (т) -.-->
ВМуа COS (n, е1 ) + N f3v cos (n, е2) = tзт,

где

н

M~7) - ~ (1 + k2y) (JаiЧJтdу;
-h

1,

Q~~) = ~ (1 + k1y) (1 + k2y) (Jiv<p~dy;
- I!

h

N~B!) = ~ (1 + k1y) (Ji~ЧJтdу;
-.~

h

A~т = ~ (1 + k1y) (1 + k2y) ЧJ[ЧJmdу;
--'.h

q;m = (1 + k1h) (1 + kzh) СРт (h) tj+J - (1 -
,.

-k1h) (1-k 2h) ЧJт (-h)f~-) + р S(1 + k1y) (1 + kzy ) F;ЧJmdу;
-h

h

t;m = ~ t;qJmdy (т, 1 = О, n), (j = ~);
-h

(5)

А, В - коэффициенты первой квадратичной формы поверхности (2:0); k1 ,
(±) .

kz - главные кривизны поверхности (2:0); f; - значение ФУНКЦИЙ t; при
у = + h соответственно; штрихом обозначена производная по у от ЧJm (у).

Используя представление (2), записываем соотношения КОШИ [4, 9]
в виде

(6)
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Здесь

('n) _ ] дит ит дА • (т) _ 1 дит иm дА •
Еао: - А --аа:- + ----;;rв ---ar + k1wm , ElaB - А -----аа - АВ дjГ I

(т) _ 1 дит ит дВ k . (т) 1 дит ит дВ
ВВВ - В~ +АВ да + 2Wm' Е2аВ = В дjГ - lfВ да

(т) 1 дШт k (т) 1 дШт k
Еуа = ----;;г ----аа- - lИт ; Ej}y = В -----ar - 2V m' (7)

Найдем связь между коэффициентами (7) разложения (6) и величинами

M~>, N}73>, Q}~:.Для этого используем выражение плотности свободной энер
гии [9]

Ev 2 Е 2 cvt атЕ

f = РО + 2 (l + v) (1 _ 2v) е" + 2 (1 + v) eij - 2т - 1 _ 2v et. (8)

При этом

.де

df = -sdТ + 8W,

8W = O'o:j3deaj3.

(9)

(10)

дв(тН I

(аВ

М (т) гк ' М(т)
аО: = де(т) , а" =

асх

Здесь CV - теплоемкость системы при постоянном объеме; s - удельная

энтропия; РО - начальное эначение свободной энергии; е, eij - первый и
второй инварианты тензора деформаций соответственно; Т - абсолютная

температура; ат- линейный коэффициент температурного расширения.
Используя формулы (5), (6), (8) - (10), негрудно показать, что

дР

где

N(m) _ дР
Вf3--д (т) ,

BBI3
Q(m) дF

уа = дит '

(т = О, n),

Q
( fn ) дР
ВУ =-а-и-т- '

(11 )

(хтЕ т(l2)
] -2v т,

"
F = j (1 + k1,\, ) (l + k2,\,)fd,\, (12)

-h

есть свободная энергия элемента оболочки, рассчитаннаяна единицу площа

ди срединной поверхности. С учетом выражений (6) - (12) имеем

Л1 (т) Е [А (/) v А (/) D (/) Р ] (хтЕ т(2)= =~ т/Еаа + 1-2v ( т/Еаа + m/EBf3 + m/w/) - 1-2v т.

М(т) Е (А (1) + D (/») м(т) Е (А (1) + Р )
а13 = 4 (l + v) m/Ela/l· т/Е2аВ, уа = 4 (1 + v) m/Ev a т/И / ,

N (rn) Е (В (1) D (/») 3
«в = 4 (1+ v) rn/Е2а 13 + m/ela/l. (1 )

N ('::) = Е [В (/) V (В (/) D (/) + R )] (хтЕ Т(I)
/1... 1+ v . m/E/lB + 1 _ 2v m/E/lB+ т/Еаа m/W/ - 1 _ 2v т,

N(m ) Е В (!) R Q(m) Е (С Р (/»)
ВУ = 4 (l + v) ( m/E/ly + m/V/), уа = 4 (1 + v) т/И/ + /тЕусх,

Q~ Е ro
ВУ = 4 (1 + v) (Crn/V/ + R/mEBY),

Q(m ) Е [С v С + Р (/) R (/))]
уу = -Т::t=""V rn /W / + 1 _ 2v (m/W / /rnЕао: + /mЕвв -

где
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(14)

h

о.: = ~
-h

h

Вm/ = S
-h

h

r I +k2'1'
Аm/ =.J 1+ k1'l' (j)m(p/d,\,;

-h

h

с.; = ~ (1 + k1y) (1 + k2y) (j);"<p;dy;
-h

h h

Rml = ~ (1 + k1y) (j)mcp;dy; г.; = ~ (1 + k2y) <Pmcp;dy .
-h -h

Подставив выражения (13) в (3), (4) с учетом (7), (14), получим замкну

тую систему дифференциальных уравнений и граничных условий относи

тельно неизвестных функций Ит , Vm , Wm разложения (2). Выбирая в качестве

системы {ЧJт} функции

1, cosa1y, cosa2y, ... , cosa,zy, (15)

~ б •
где а.; = -h-' можно построить при лиженную систему уравнении дина-

мической термоупругоститонких оболочек. для этого с точностьюдо членов

порядка k1h, k2h в соотношениях (3), (13) можно принять, что матрицы
о о

коэффициентов AnI l , AnI l , BnI l , Dml диагональныес элементами, равными 2h
при т = l = О и h при т = l =1= О; матрица коэффициентов Ст/ диагональ-

о л;2m2 , ' о '

ная с элементами по диагонали, равными -h-; матрицы коэффициентов

к.; о Ртl нулевые.

Отметим, что при линейном представлении перемещений по толщине

оболочки в рамках классической теории Кирхгофа - Лява система (3)
совпадает с приведенной, например, в работе [9].
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О. В. Побережный

О ВЛИЯНИИ ВЕЛИЧИНЫ ОБЛАСТИ ДЕЙСТВИЯ ТЕМПЕРАТУРНОЙ НАГРУЗКИ

НА КОЭФФИЦИЕНТЫ ИНТЕНСИВНОСТИ НАПРЯЖЕНИЙ ПЛАСТИНЫ

С ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫМ РАЗРЕЗОМ

в настоящее время имеется незначительное количество работ, посвященных

исследованию влияния частичной загрузки берегов разреза на коэффи

циенты интенсивности напряжений [1, 3, 4], причем в работах [3, 4] пред

полагалось. что пластина термоиэолирована с боковых поверхностей. В дан

ной работе исследуется влияние нестационарности температурного поля,
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