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Рассмотрим конечную ортотропную цилиндрическуюоболочку, находящую

ся в напряженном состоянии, обусловленном осесимметричными силовыми

и температурными нагрузками. Это напряженное состояние принимаем как

начальное, относительно которого происходят малые свободные колебания

оболочки. Для исследования этих колебаний исходим из системы уравне

ний движения, учитывающих анизотропию материала, обусловленную низ

кой сдвиговой жесткостью и трансверсальной сжимаемостью [6]. Следуя ра

ботам [1, 3], учитываем также начальное напряженное состояние, которое

предполагаем плоским и однородным. Данную систему записываем в виде

6

~ L,jYj = О (i = 1, 2, ... , 6). (1)
j='

Здесь

Lij = L j i ; У, = и,; У,+з = у, (г = 1, 2, 3);

L ll = с1lдi , + C44д~2 - c,д~ + ;h [д1 (N~дl) + д2 (N~д2)];

[ 12 = (С12 + с44) дi2; ц, = с12д1; [ 14 = [ 15 = О; [ 16 = с1зд1;
2 2' 21 о о о

[ 22 = с22д22 + сид l l - С66 - с,д, + 2Ft [д1 (N lд1) + д2 (N2д2) - N 2];

. 1 о о '
[ 2:) = (С22 + С66) д2 + ""'2h (д2N2 + 2N2д2); L2J = О; [ 25 = С6 ;

[ 26 = с2зд2; [ 34 = - c~oдl; [ 35 = - C~6д2; [ 36 = с23;

{
• 2 • 2 2· 1 о о о}

Lзз = - Со5д" + с66д22 - С2 2 - ci\ + ""'2h [д1 (N ,д1) + д2 (N2д2) - N2 ;

Lи = (с1lдi , + C44д~2) 82 - C~5 - 82c,д~; [ 45 = 82 (С1 2 + с44) дi2;
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(2)

(3)

(5)

L 1:2 д L (д2 + д2 ) s:z ' S:2 д2 •46 = U С12 1; 5Б = С44 11 . С22 22 U - С6б - u C~ ~,

L56 = 62с22д2 ; L66 = - [(сssд~; + С~бд~2 - С22) 62 - Сзз - 62c~д~];

д~ = д/дт; a7i = a2/aCXiaCX;; C~5 = C55k ' ; С~б = C66k ' ; 62 = h2/3R2;

сц - коэффициенты жесткости ортотропного тела; И" у, (г = 1, 2, 3) 
обобщенные перемещения срединной поверхности оболочки; 2h - толщина

оболочки; R - радиус срединной поверхности; т - безразмерное время.

Входящие в уравнения (1) начальные усилия N~ вызываются осесиммет
ричным стационарным температурным полем оболочки при неравномерном

ее нагреве. для определения этого температурного поля необходимо решить

систему обыкновенных дифференциальных уравнений теплопроводности,

которая в предположении о линейном законе изменения температуры по тол

щине имеет вид [5]

(ll2Лll/R2лзз) T1•ll - J.t1T1 + (h/R-11-2) Т2 = - (I1-I t f + 11-2t~),

(h2лll /R
2лзз) T2,II - 3 (l + 11-1) Т2 - 311-2Т1 = - 3 (~2tl + !:tIФ

при граничных условиях

Т1 = tз , Т2 = t4 при СХ1 = О,

Т1 = tБ , Т2 = t6 при СХ1 = l/R.

Здесь f!i - относительные коэффициенты теплоотдачи с боковых поверх

ностей оболочки; ti
C
-- температура окружающих сред, омывающих эти по

верхности; Т; - интегральные характеристики температуры; Лii - коэф

фициенты теплопроводности; 1 - длина оболочки .

Разрешающие уравнения для определения начального напряженного

состояния в цилиндрической оболочке, вызванного найденным из системы

(2), (3) температурным полем, получим, подставив в уравнения равновесия

N~.I = О, Q~.I - Ng = О, M~,) - RQ~ = о, М~З,l - M~ - RN~ = О (4)

следующие соотношения упругости:

о о о о

N 1 = (2hJR) (СнИl,1 + с12из + СlзRУЗ-~I1RТ1)'
о -R о о () - Т

N2 = (2hJ ) (С12Иl,l + с2zиз + сzзRуз - ~22R 1);
о О о R O 7'Nз = (2hJR) (С1 зИ I . l + с2зиз + Свз уз - ~ззR 1)'
о ' О о, О ' О

QI = (2hJR) СЬ5 (Из.1 + RYI), М lЗ = (2h3/3R) С5SУЗ,l,

M~ = (2h3/3R) (СнУ{.1 + C12yg- ~l1T2R/h),

M~ = (2hЗ/3R) (C12YJ
r:1+ C22yg- ~22T2R1h),

О О О О О о о 00
где N 1, N2, Nз, Ql, M 1, М2, М 1З - начальные усилия и моменты; Иг , Уг

(г = 1, 2, 3) - обобщенные перемещения , соответствующие начальному

напряженному состоянию; ~гг - коэффициенты, связанные с линейным теп

ловым расширением ортотропного тела.

Уравнения (4) с учетом (5) представляют собой систему неоднородных

обыкновенных дифференциальных уравнений для определения функций

и~, и~, y~, yg. Решение этой системы состоит из общего решения однородных
уравнений, зависящего от корней характеристического уравнеНИЯ'1 и частно

го решения неоднородной системы, зависящего от вида температурных ха

рактеристик Т1 , Т2 • Входящие в решение константы определяем, удовлетво

ряя граничным условиям на торцах оболочки. Подставляя найденные реше

ния в соотношения (5), находим напряженное состояние, возникающее

в осесимметричной цилиндрической оболочке при неравномерном ее нагреве.

для исследования свободных колебаний осесимметрично нагретой ци

линдрической оболочки исходим из системы однородных уравнений (1),
содержащих лишь начальное окружное N~ и осевое N~ усилия, поскольку,
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как показано в работах [1, 3, 4), моментность начального докритического

напряженного состояния почти не влияет на величины собственных частот.

Решения уравнений движения (1) ищем в виде

{и1 ; У1} = 2; {U1mn ; Г1"m}Лln (лnа1) cosma2cosu)'t,
n.п:

{и2; У2 } = 2; {U2nm; г2nm } Л2n (лnа1) sin mа2 cos сот,
n,П'!

(6)

{Из; Уз} = 2;{uзnm ; ГЗnm}ЛЗn (лnа1)соsmа2 соs uJ't ,
n;m

(7)

Рис.

-0,/4

-0,18

где ЛN = лnR/l; лln = ЛZn.l; со - безразмерная
круговая частота; п - число полуволн по длине

оболочки; т - количество волн по окружности

поперечного сечения.

Координатную функцию Xin (лnа1 ) выбираем

в зависимости от граничных условий на торцах

оболочки. При шарнирном опирании Х2n (лnа1 ) =
= ХЗn (лnа1) = sin л'nа1' при жестком защем

лении [2] Х2n (л'nа1) = ХЗn (л'nа1) = cos "nа1 -
(n+ 2) лR

- cos 1 а1 •

Подставляя решение (6) и найденные выра

• N° N°жения для нормальных усилии 1, 2 В урав-

нения (1) и интегрируя их по методу Бубнова - Галеркина, получа

ем бесконечную систему линейных однородных алгебраических уравне

ний дЛЯ нахождения неизвестных коэффициентов Uгnm , Ггnm (г = 1, 2, 3).
Условие нетривиальности решения этой системы служит для определения

частот собственных колебаний. Если в решениях (6) ограничиться одним лю

бым членом, то частотное уравнение можно представить в виде

det (Aii-б~(J}2) = О (i, j = 1, 2, ... , 6).
Здесь 6{ - символ Кронекера; A i! - известные выражения.

С целью изучения влияния анизотропных свойств материала и началь

ных температурных напряжений на частоты собственных колебаний защем

ленной цилиндрической оболочки проведены численные расчеты при V J 2 =
= V21 = 0,15, VЗ1 = 0,3, Е/ Е2 = 1, 1-t2 = О, 1-t1 = 1 и различных значения х

других параметров. При этом предполагалось, что торцы оболочки поддер

живаются при нулевой температуре, а температуры окружающих сред, омы

вающих внешнюю и внутреннюю поверхности, соответственно равны 80
и 0° С. Изменение собственной частоты низшего изгибного типа колебаний

нагретой оболочки (ю) по отношению к частоте неиагретой оболочки ((;;)
для широкого диапазона геометрических и физических параметров показаио

на рис . 1-3.
Как следует из проведенного вычислительного анализа и рисунков,

влияние тепловых деформаций на частоты колебаний существеннымобразом

зависит от анизотропии механическихи теплофизическихсвойств материала,

температуры нагрева, толщины оболочки, ее длины и числа волн по окруж

ности оболочки. Для данного способа нагрева и закрепления торцов наблю

дал и понижение собственных частот по сравнению с такой же неиагретой

оболочкой при всех рассматриваемых нами параметрах. При этом сниже

ние частот обусловлено в основном действием осевого температурного уси

лия. В нагретой цилиндрическойоболочке число волн ПО окружности, соот

ветствующее минимальной частоте, больше чем в ненагретой. Жесткости
Е Е

в поперечномнаправлении71-, т и коэффициент поперечного линейного
13 3

~ ы-~
расширения -/- неодинаково оказывают влияние на величину -_- при

a 11 ~

различных толщинах и длинах оболочек.
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Для коротких оболочек (Л'N > 3) с возрастанием отношения Е11G1 з ' ве

личина относительной разности частот увеличивается (см. рис . 2при ЛN = . 10;

т = 5; Е1 = Ез; а\\ = а§з). При фиксированной сдвиговой жесткости ( ~:)
влияние поперечного линейного расширения на относительную разность

Е
частот с уменьшением отношения т усиливается (см. рис. 1). Увеличение

"

120

Рис. 3

БО
о

-0,6

жесткости в продольном направлении

(~:) ПрИ130ДИТтакже к усилению влия

w-w
G)

40

Рис. 2

20о

-qО5

-0/

ния температурныхнапряжений на собственные частоты в сторону их пони

жения. Это же наблюдаем при уменьшении толщины оболочки (см. рис. 2),.
а также при увеличении температуры ее нагрева (см. рис. 3). Из рис . 3
видно, что неучет основными уравнениями изменения длины нормального

элемента, обусловленного тепловым расширением, значительно повышает

влияние температурных деформаций на частоты собственных колебаний.

Так, если при рассматриваемых значениях параметров частота колебаний за

a.k а.~з
счет нагр ева до 80" С при - ,- = о снизилась на 25%, а при -, = 10 - наa.11 CG 1]

a.k
14 %, то при -, = 20:- всего лишь на 5%.

CG 11

Для изучения собственных колебаний предварительно напряженной

цилиндрической оболочки при совместном действии силовых и температур

ных нагрузок величины N~ и N~ , входящие в исходные уравнения (1), необ

ходимо разделить на две составляющие, соответственно Ni + Ni и NJ +
+ N~, которые отвечают температурным и силовым нагрузкам.

Из проведенного вычислительного анализа следует, что влияние темпе

ратурных напряжений на частоту колебаний становится более ощутимым,

если кроме ни х н а оболочку действуют еще сжимающие осевые или окруж

ные усилия .
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к ПОСТРОЕНИЮ УРАВНЕНИй ДИНАМИЧЕСКОй ТЕРМОУПРУГОСТИ

ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ВАРИАЦИОННОГО ПРИНЦИПА ЛАГРАНЖА

Пусть тонкостенная изотропная оболочка постоянной толшины 2h, отнесен

ная к смеШаННОЙ ортогон альной криволинейной системе координат (а, ~, у),

находится под действием заданных температурного поля t (а, В, у, Т), мас-- -совых F (а, ~, у, Т) И внешних поверхностных tn(а, ~, у, Т) сил. При нуле-

вых начальных УСЛОВИЯХ система уравнений и граничных услови й динами

ческой задачи несвязанной термоупругости оболочек, сформули рованной от-

носительно компонент вектора перемещений U(а, ~, у, Т) = (И1 , И2 i И~),
может быть получена минимизацией функционала

. .. 1 rrs'[. . . .
.. :"J> [И1 , и2': из] = 'il!""" j j ._ ОааОаа + ОЩзОвl3 + 01'1'01'1' - 2v (Oaa OI3I3 +

' 0 (V) О

~'y~~;~y + 013~0~y) + 2 (1 + v)(OaI30 : 13 + 'О1'аО;а + О131'ОВ1') - Ер ( a~ia~~ +
: • . : : ; г ои: ги: )

: " .. . ди2 2 диЗ 3 • • •;.... .+ --агаг + аг--аг - 2Ер (F'И1 + г.и, + FзИз)] d'f,dVdT-

'о t

- SS S«»,+ t;И2 + f~Uз) d'f,d2:.dT, (1)
О (L) о

определенного на множестве функций И1 , И2 , ИЗ' Здесь (~/) - область, за

нимаемая оболочкой; (2:.) = 0:+) + (~~-) + (~') - поверхность оболочки,

где (2:. ±) - поверхность при у = + h соответственно; (~') - поверхность
граничных сечений; Е - модуль Юнга; v - коэффициент Пуассона; Fi ,

I1 (i = 1, 3) - компоненты векторов Fи 7"соответственно; 0 ij и, j = 1,3) 
компоненты тензора напряжений, которые считаются представленными

через компоненты векгора перемещений; 't - время; звездочкой обозначена

операция смещения по времени, а именно: g* (а, ~, у, р) = g (а, ~, у, т - 'f,);
индексы П соответствуют координатным линиям а, ~, у.

Функционал (1) является обобщением вариационного принципа Лаг
.ранжа в теории упругости и термоупругости [1,3,5-10] . Отметим, что в от

личие от известных в литературе вариационных принципов динамической

задачи теории упрутести [2] и термоупруго сти [9] исходный функци онал за

дан на множестве функций И1 , и; ИЗ.

Для построения приближенн ой системы уравнений динамической тер

моупругости тонких оболочек принимается, что распределение персмещений

по толщине оболочки представляется в виде разложения по пекотор ой пол

ной системе функций ('Рm (у)}, непрерывных на отрезке [- - h, h]. При этом

ограничимся конечным числом членов разложения функций U1, Uz, из:

и1 = иm'Рm. И2 = Vm'Pm" ИЗ = ШmСРm(m = О, n). (2)
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