
Двухмерный аналог формулы (4) запишется в виде

N12 .712+ N1З • J1З +N2З • J23 + Р12<Р12 (и1 2 - ;123) • N12 +
+ Р1З<Р13 (;13 - ;123) • jJ13 + Р2з<Р23 (;23 - ;123) • N23 = о . (8)

Выбирая соответствующие выражения источников и потоков, можно

получить конкретные уравнения баланса, в частности уравнения баланса

количества движения [4].
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Твердофазное ДИффузионное взаимодействие сопровождается объемными

изменениями, вызывающими появление концентрационных напряжений .

Типичным примером процесса, при котором обсуждаемые явления имеют

место, является диффузионное газофазное насыщение металлов. На прак

тике чаще всего реализуется процесс (например, хими ко-термическая об

работка материалов), при котором образование диффузионного слоя происхо

дит на небольшой глубине (до 1 мм). Экспериментальное изучение распреде

ления насыщающего элемента, а также возникающих напряжений в таком

тонком слое, естеетвенно, затруднено. Возможность количественного иссле

дования эффектов появилась в связи с развиваемым в последнее время в тех

нике методов получения гидридов металлов путем так называемого сквоз

ного гидрирования [7]. При этом насыщение водородом металлических об

разцов, имеющих размеры порядка нескольких сантиметров, происходит

с поверхности до полного выравнивания концентрации водорода по всему

объему. Значительная величина объемных изменений, достигающих 20
30%, а также охрупчивание металла при образовании гидрида вызывает

образованиетрещин (рис. 1), либо вообще разрушение образца, что в ряде

случаев нежелательно. Предотвращение растрескивания может быть до

стигнуто за счет сбалансированного регулирования скоростей наращивания

напряжений и их релаксации. В этой связи количественные оценки возни

кающих напряжений на разных этапах гидрирования, а также степень

влияния этих напряжений на диффузию является важной информациейдля
оптимального управления процессом гидрирования.

Одной из первых попыток анализа напряженного состояни я в образцах

простой формы при насыщении их водородом является работа! 11]. Расчеты
проводились в упругом приближении, что намного снижало их практическую

ценность. Более поздние исследования основывались на упругой модели с

учетом пластического течения [6]. Первая теоретическая работа по влиянию
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образующихся напряжений на кинетику диффузии в бинарных' растворах

принадлежит Н. С. Фастову и Б. Я. Любову [10] . Последовательная теория

массопереноса в многокомпонентных системах при весьма общих предпо

ложечиях относительно реологических свойств среды развита Я. С. Под

стригачем [8]. В работе [3 и др.] феноменологическая модель диффузии

с учетом образующи хся напряжений была расширена на случай, когда появ

ление напряженно-деформированного состояния вызывается потлощением

вакансий на стоках.

В настоящей работе исследуется роль поля упругих деформаций, об

разующихся в процессе гидрирования металла,..на кинетику процесса и раз

рушаемость образцов под действием воэникающих ьнапряжений.

Общий анализ задачи. Рассмотрим насыщение длинного полого цилинд

ра из газовой фазы при постоянном давлении и температуре (рис: 2). Пусть

Рис. 2

Рис. 1
.диффузия протекает в изотропной среде

без фазовых превращении. Насыще-

ние образца сопровождается объемным изменением Qe (е - концентрация

диффузанта, Q - изменение объема на единицу концентрации), которое вы

зывает появление напряжений в насыщаемом теле [3,6,8, 10,11]. в анали

зируемом случае перенос массы происходит путем миграции атомов по меж

дуузельномумеханизму, что позволяет применитьлюбую из моделей диффу

зии [3, 8, 10]. Представим уравнение массового баланса в форме [3, 10]

(1)

где р - термодинамический фактор; k - постоянная Больцмана; Т - тем

пература, К; ан - первый инвариант тензора напряжений; D - коэффи

циент диффузии.

Для определения (Jll необходимо обратиться к уравнениям механики.

В случае одномерной диффузии в рамках справедливости вязко-упругой

модели Максвелла более удобно использоваль следующие выражения [31 :

дОи Е Е [дИII Е
~ + -2"(1 +У)11 дп = 1-2у ~ + 2(1 +"1)11 (Ии - Qe) - :т (Qe)],

(2)

диlI Е (1 + у) Е д EQ,:
----a:t + 6 (l - у) 11 ии = -;j (1 - у) '7Fr (Qe) + 6 (1 - ,,) 11

Здесь Е - модуль Юнга; v - коэффициент Пуассона; .~ - КОЭффициент

вязкости; и/l - первый инвариант тензора деформаций.
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(6)

Граничные условия при насыщении полого цилиндра с внешней поверх

насти имеют вид

дс
с = С2 при Г = Г2, ~= О при г = Г1• (3)

Учитывая, что напряжения до 1QO МПа слабо сказываются на зависи

мости равновесной концентрации диффузанта от поля упругих напряжений,

соответствующей добавкой в изменение граничного условия пренебрегаем.

Уравнения (1), (2,) должны удовлетворять начальным условиям

с (г, О) = С1 , он (г, О) = :0, Иll (г, О) = О. Г ! ~ г ~;J2' (4)

Величина аи определена здесь с точностью до функции от времени

f (т), которая, как видно из уравнения (1), не сказывается на вычисленном

распределении с (г,.) при Q = сопst . Обозначим действительное значение

через Gll. Решение ' з адач и о распределении концентрационныхнапряжений

можно провести с использованием теории термовязкоупругости. Для этого

достаточно в соответствующихформулах вместо температурного объемного

изменения 3иТ (и - коэффициент линейного расширения) подставить ве

личину Qc. В результате после обращения к работе [2] получим

2QE
си = 2Gzz = 3 (1- v) [Се р - С (г, .)], (5)

где Сер - средняя концентрация, определяемая по формуле

Сер = 2 2 2 ~ С (г, т) rdr.
' 2 - ' ! "

Из выражения (5) видно, что в точке г = Гер, соответствующей среднему зна

чению концентрации, аu = О. Следовательно,

f (1:) = - си (г, т), аи = ои (Т, т) - он (Гер, т).

Методика расчета. Решение задачи ' п роведем с использованием числен

ного метода . Проинтегрируем уравнения (2) по т от некоторого момента Тn-l

до ' " = ',,_1 + ~т. Считая промежуток ~1: малым, интегралы от функции

f определим по формуле

'"I f (Т) d't = -} ~. (((") + f(n-I»),
'n-I

(7)

где обозначено f(n) = f (1:n). Интегралы от входящих в уравнения (2) произ
водных по времени вычисляем точно. Тогда из образующихся после интегри

рования выражений можно найти иi7! и (Ji7) В виде

\"1 1 [ (,,-1) (.1 _ ~ л ) + 1+ V QM ( (n) _ (n-l») +
И[/ 1 И[/ 2 aL1L 3 (1 _ v) С С

1+ 2 ад, ,

+ -} a~LQM (с(n) + c (n-l ) - 2С1 ) ] , (8)

(n) 1 [(1 ЬЛ) (n-I) + 3k «n) (n-I») + I Ь Л ( (n) +G[i I - L1L а[/ и - и ""2 L1L И[/

I+TM,

+ (n-I ) _ QM ( (n) + (n-I) _ 2С ))] , Е, Ь = Е
Ии с с 1 а = 6 (1 _ v) 11 2 (1 + v) 1]

Формулы (8) дают зависимость функций ии, аи в момент времени Тn
от значения этих функций в момент Тn_l И значений концентрации С во вре

мена Тn_1 И Тn' Так как в промежутке (Ln_l, Тn) функции Ии, аu приняты ли

нейными по времени, то внутри' него их можно вычислять по формулам (8),
считая ~. =; 't' - 'tn_l.
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· Запишем уравнения (1) в цилиндрической системе координат, учитывая

независимость решения от полярного угла:

~=~(Ь~)+A~-Bc ' (9)
д. д, д, дг '

Ь = Dp, А = -.!!L_ QD даи , В = ~ _1 _д_ (, aall ) •
, 3kT д, 3kT , дг дг

Разобьем промежуток интегрирования по , на k частей:

'1 = '0+ ih, i=O, 1, ... , k. (10)

Производные по , в формулах для А и В запишем в виде конечных раз

ностей

даи all (г + h) - all (г - h) ()2аи аll (г + h) - 2аu (Г) + all (г - h)
----с;;- = 2h ' ----a;:z = 111 • (11)

Таким обр азом, в промежутке .n-' ~ •~ .n А и В с учетом выражений

(11) и (8) можно считать функциями от 1:, г, в (А = А (1), " с), В = В (т, " С»,

а уравнение (9) рассматривать как нелинейное уравнение только относитель

но концентрации с . для его решения воспользуемся разностной схемой

СПт - сn+ ' 1 n- -21 n- -2' п
т [Ь n n Ь n

~' = n т-"!" (Ст+) - Ст) - m-"!" (Ст - Cm_I)] +
? 2

1 I I1 n-- n-- n--+ -2- [А 2) (C::Z+1 - C~) + А 21 (c~ - C::Z_l)] - Вт 2 C~, (12)
n т+ 2 т- 2

где обозначено

n--} (1 1 ).
fm+2.. = f т, - 2 ~., 'т + 2 n .

2

Граничные условия (3) аппроксимировались выражениями

с\n) = c~n), Ckn
) = С2 , n = 1, 2, ... (13)

Система нелинейных уравнений (12) решалась на ЭВМ путем итераций с ис

пользованием на каждом шаге метода прогонки [9].
Общая схема решения задачи следующая. В момент времени -'0 = О

(n = О) величины С, Ии, U/I известны из начальных условий (4). Решая си

стему (12), (13), находим с во время 1:1 = 1:0 + д1:. По формулам (8) вычисляем
значения Ии, Ull в это же время. далее процесс повторяется для n = 2, 3, ...
до необходимого момента времени.

Исходная информация. Выпишем входные параметры для случая н асы

щения гидрида от состава ZrH,.8до ZrH,.9при температуре 1170 К . Темпера

турная зависимость коэффициента самодиффузии водорода в гидриде ZrH 1•9

имеет вид

D = 3,2 . 10-7 ехр (_ 9~O ) . (14)

В работе [4] показано, что наличие путей облегченной диффузии , возни

кающих в процессе образования фаз внедрения при диффузионном насыще

нии, ответственно за ускорение кинетики, которое достигает одного порядка

и выше. Принимая коэффициент ускорения равным 40, а значение термоди

намического множителя р = 20, для эффективного коэффициента диффузии

при ]770 К из формулы (14) находим

Dp = 7 . 10-8 м2/с. (15)

Экстраполируя результаты измерения скорости ползучести для гидрида

ZrH1•85 на ] 170 К, получаем [5]
ж = Ваз. 65 •

Здесь В = 3,5 . 10-35 (Ж В с-' , с в Па).
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. > в случае среды Максвелла скорость ползучести (16) представляется

в виде

'С;С

(17)

3000

Рис. 4

/

о
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-100 L...., ....--- _

о

Рис. 3

1,00 800 1'200 1600 2000 21,00 1; с

~ = в».

где В' = Ва2, 65 , откуда вычисляется коэффициент вязкости

11 = (зв'г1
= (зв02.65г' . (18)

Можно покааать, что замена реелогической модели (16) на (17) дает по
луколичественные результаты для области, где величина напряжений, вы

численных в рамках более точной теории (16), имеет макеимальное значение.

Процедура вычисления коэффициента вязкости сводится к следующему.

ПО формуле (18) определяется для напряжения аl заведомо превышающее

максимальное напряжение, действующее в системе. далее проводятея

расчеты с выбранным значением 111 и выявляется максимальное напряжение

а2 • Если 01 = 02' то коэффициент "1J выбран правильно. При а2 < а. по

формуле (18) определяется новое зна-

чение 112' для которого расчеты повто - 62, Па
ряются. И так до тех пор, пока с нуж-

ной точностью ak+1 не совпадет с ak.
Расчеты и обсуждение данных. ис

следуем роль упругих деформаций в

C?j
1,88j
!,ВО

1,8~

1,82

~80 L.-~~-~-~-т--:---r:-:-:~::'"'":"::-:-

кинетике наводороживания. Рассмотрим насыщение полого цилиндра

с граничными и начальным условиями (3)для '1 = 0,5 см, '2 = 2,5 см, С1 =
= 1,8, С2 = 1,9; Dp = 7· 10-8 м2/", . Коэффициент вязкости, вычисленный
в соответствии с формулой (18) для а = 20 МПа, равен "1 = 4 . 1014 Па . с.

На рис. 3 представлены результаты расчетов для двух крайних случаев

(1"11 = 9 . 1016 Па . с и 112 = 1010 Па . с (кружочки - упругая среда, тре

угольники - неупругая). Значение п, практически соответствует полному

снятию напряжений (1 а I« 10-1 МПа), а коэффициент "12 - упругой среде
с максимально возможным уровнем напряжений. Из этого рисунка видно,

что зависимости концентрации водорода от времени для упругой среды и слу

чая полной релаксации образующихся напряжений совпадают. Следователь

но, роль поля упругих деформаций мала и вместо уравнения массового

баланса (1) можно использовать уравнение Фика. На рие. 4 приведена за

висимость осевых напряжений а2 на внешней поверхности цилиндра от вре

мени для '10 = 4 . 1014 Па . с . Значение а2 падает от -100 МПа в начальный

моментдо О к моменту 't = 2500 с, после чего возрастает до ]5 МПа. Так как

предел прочности гидрида на растяжение [7] находится на уровне 20
30 МПа, то соответствующие напряжения не опасны с точки зрения разру

шения образца. Однако при переходе к большей разнице между С1 и С2 ве

лнчина напряжений может превысить предел прочности, что приведет к об

разованию трещин (см. рис. 1).
Выводы. В рамках вязко-упругой модели Максвелла иселедоваио на

пряженно-деформированное состояние полого цилиндра, которое возникает

в процессе диффузионного взаимодействия. На примере гидрирования цир

кония показано, что величина концентрационных напряжений может превы

шать предел прочности материала, хотя сами напряжения практически не

влияют на кинетику диффузии.
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ВЛИЯНИЕ НЕРАВНОМЕРНОГО НАГРЕВА

НА СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ

АНИЗОТРОПНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК
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Рассмотрим конечную ортотропную цилиндрическуюоболочку, находящую

ся в напряженном состоянии, обусловленном осесимметричными силовыми

и температурными нагрузками. Это напряженное состояние принимаем как

начальное, относительно которого происходят малые свободные колебания

оболочки. Для исследования этих колебаний исходим из системы уравне

ний движения, учитывающих анизотропию материала, обусловленную низ

кой сдвиговой жесткостью и трансверсальной сжимаемостью [6]. Следуя ра

ботам [1, 3], учитываем также начальное напряженное состояние, которое

предполагаем плоским и однородным. Данную систему записываем в виде

6

~ L,jYj = О (i = 1, 2, ... , 6). (1)
j='

Здесь

Lij = L j i ; У, = и,; У,+з = у, (г = 1, 2, 3);

L ll = с1lдi , + C44д~2 - c,д~ + ;h [д1 (N~дl) + д2 (N~д2)];

[ 12 = (С12 + с44) дi2; ц, = с12д1; [ 14 = [ 15 = О; [ 16 = с1зд1;
2 2' 21 о о о

[ 22 = с22д22 + сид l l - С66 - с,д, + 2Ft [д1 (N lд1) + д2 (N2д2) - N 2];

. 1 о о '
[ 2:) = (С22 + С66) д2 + ""'2h (д2N2 + 2N2д2); L2J = О; [ 25 = С6 ;

[ 26 = с2зд2; [ 34 = - c~oдl; [ 35 = - C~6д2; [ 36 = с23;

{
• 2 • 2 2· 1 о о о}

Lзз = - Со5д" + с66д22 - С2 2 - ci\ + ""'2h [д1 (N ,д1) + д2 (N2д2) - N2 ;

Lи = (с1lдi , + C44д~2) 82 - C~5 - 82c,д~; [ 45 = 82 (С1 2 + с44) дi2;
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