
на",IlQверхности раздела и- аналогичными в объемных фазах, 'условиями не

прерывности векторов перемещений

(21)

составляют замкнутую систему уравнений, описывающих механотермодиф

фузионные, химические и электромагнитные явления в деформируемых

электропроводных телах с физическими поверхностями раздела.

Приведенные уравнения в пренебрежении электромагнитными я вле

ниямисовпадают _с уравнениями работы [2], если в последних не учитывать

механические моменты и поперечные силы, а также при соответствующих

упрощениях с уравнениями, приведенными в работе [10] для неферромаг

нитного тела.
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ОБЩИЕ УРАВНЕНИЯ БАЛАНСА

НА ПОВЕРХНОСТИ РАЗДЕЛА ДВУХ СРЕД

И НА ЛИНИИ РАЗДЕЛА ТРЕХ СРЕД

Начало многочисленных теоретических и прикладных исследований разры
вов в сплошных средах положено в работах Н. Е. Кочина [2, 3]. В работе

[5J, условия на поверхности разрыва получены с учетом возможного сущест

вования поверхностных плотностей, однако без дальнейшей конкретизации

последних. Одновременно развивалось направление, связанное с изучением

физических поверхностей и линий, наделенн.ых определеннымифизико-ме

ханическими свойствами [1, 6]. Рассматриваемые в настоящей работе балан

соные уравнения объединяют указанные два подхода в случае поверхностей

и линий раздела.

- Условимся величины, относящиеся к объемным фазам, отмечать индек-
сами 1,2,3; двойные индексы 12, 13,23 характеризуютповерхности раздела

соответствующихдвух сред, а индекс 123 - линию раздела трех сред. Рас

смотрим изменение во времени экстенсивной величины

Фl2 = ~ PI2crI2dL;. (1)
SI2

Указанное изменение обусловлено наличием источников а12 внутри поверх-

ности L;12' поверхностным потоком 712 через контур L12 , ограничивающий
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поверхность ~12' потоками J; и ;: из соседних объемных фаз, обменом мас
сой между поверхностной и объемными фазами. Таким образом,

:т: j P12qJ12d~ = j (J12d~ - j N12 • ]12dL + j (~1 . ]1 + ~2 • 72) d~ +
L12 }:12 L a .t12

+ j [РlСРl (;1 - ;12) . ;{1 + Р2СР2 (;2- ;12) • ;{2] аг: (2)
~"

~ecь Р - плотность; ; - скорость: ;{ - внешняя нормаль к поверхности;

N12 - внешняя нормаль к контуру L12 , лежащая в касательной плоскости

к поверхности ~12'

На основании теоремы о поверхностной дивергенции и формулы диффе

ренцирования поверхностного интеграла по времени получим следующее

дифференциальное уравнение баланса [8):

dР~~Ч'12 + P12qJ12V~ . ;12 = а12 - v~ .712 +;;1 . J1 +;{2 • ]2 +

(3)

(5)

-где V - поверхностный набла-оператор.
2:
Если положить поверхностные величины равными нулю, то приходим

К обычным условиям скачка

;{1 • J1 + n2 .12+ Р1СР1 {;1 - -;12) • ;;1 + Р2СР2 (; 2 - ;12) • ;;2 = О. (4)

Конкретизания источников и потоков приводит К балансовым уравнениям

массы, количества движения, энергии, энтропии и т. д. (7, 8].
Для экстенсивной величины

Фl23 = j Р12зqJ 1 2зdL
L t3 1

изменение во времени связано с наличием источников а123 внутри линии L ;'23;

направленным по касательной 1. к кривой L12З потоком J:23 через концы L 123

(точки А и В); потоками 112> 7 13' 723 из поверхностных фаз, направленными

по соответствующим нормалям Ni;; обменом массой между линейной и по
верхностными фазами. Следовательно,

d r r .....A ..... A -8 ..... 8
""dТ J Р12зqJ\2ЗdL = J (J12зdL - л. •J123 - Л. • J123 +

LI 23 LI 2З

+ j (N12 .112 + N1З • 713 + N2З • 123) dL + ~ [Р12СРа (;12 - -;123) . N12 +
LI 23 LI23

+ РlзqJ13 (-;13 - -;123) • N1З + Р2зqJ 23 (;23 - ;(23) •N2З ] dL. (6)

Дифференцируя линейный интеграл по времени и учитывая линейную
--+ _ -+ --+ 8 --+ В r -1> -+ -+

теорему о дивергенции л.А • J~2З + Л. • J 123 = J VL • J t2ЗdL , где VL - ли-
LI23

нейный набла-оператор, получаем

dpJ 2зЧJI 23 ..... -+ -+ -+ ..... -+ N-+ 7
d. + Р I 2зqJ t 23V L • V 123 = (J 12З - VL • J1 23 +N 12 • J 1 2 + 13' 13 +

+ N2З • 723+ Р12 СР1 2 (;12 - ; 123) • N12 + РlзqJ13 ~13 -;123) . N1З +
(7)
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Двухмерный аналог формулы (4) запишется в виде

N12 .712+ N1З • J1З +N2З • J23 + Р12<Р12 (и1 2 - ;123) • N12 +
+ Р1З<Р13 (;13 - ;123) • jJ13 + Р2з<Р23 (;23 - ;123) • N23 = о . (8)

Выбирая соответствующие выражения источников и потоков, можно

получить конкретные уравнения баланса, в частности уравнения баланса

количества движения [4].
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Твердофазное ДИффузионное взаимодействие сопровождается объемными

изменениями, вызывающими появление концентрационных напряжений .

Типичным примером процесса, при котором обсуждаемые явления имеют

место, является диффузионное газофазное насыщение металлов. На прак

тике чаще всего реализуется процесс (например, хими ко-термическая об

работка материалов), при котором образование диффузионного слоя происхо

дит на небольшой глубине (до 1 мм). Экспериментальное изучение распреде

ления насыщающего элемента, а также возникающих напряжений в таком

тонком слое, естеетвенно, затруднено. Возможность количественного иссле

дования эффектов появилась в связи с развиваемым в последнее время в тех

нике методов получения гидридов металлов путем так называемого сквоз

ного гидрирования [7]. При этом насыщение водородом металлических об

разцов, имеющих размеры порядка нескольких сантиметров, происходит

с поверхности до полного выравнивания концентрации водорода по всему

объему. Значительная величина объемных изменений, достигающих 20
30%, а также охрупчивание металла при образовании гидрида вызывает

образованиетрещин (рис. 1), либо вообще разрушение образца, что в ряде

случаев нежелательно. Предотвращение растрескивания может быть до

стигнуто за счет сбалансированного регулирования скоростей наращивания

напряжений и их релаксации. В этой связи количественные оценки возни

кающих напряжений на разных этапах гидрирования, а также степень

влияния этих напряжений на диффузию является важной информациейдля
оптимального управления процессом гидрирования.

Одной из первых попыток анализа напряженного состояни я в образцах

простой формы при насыщении их водородом является работа! 11]. Расчеты
проводились в упругом приближении, что намного снижало их практическую

ценность. Более поздние исследования основывались на упругой модели с

учетом пластического течения [6]. Первая теоретическая работа по влиянию

4~
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