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ПОСТРОЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО РЯДА ЗАДАЧИ

НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ

ДЛЯ КВАЗИДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

ОСНОВЫ качественной теории квазндифференциальных уравнений, в част

ности ВОПрОСЫ существования непрерывного решения задачи Коши, изло

жены в работе [1]. в настоящей статье предлагается КОНСТРУКТИВНЫЙ способ

построения фундаментальной системы решений квазидифференциального

ур авнения второго порядка в виде рядов по параметру. Коэффициенты урав

нения считаем .кусочно-аналитическими функциями с разрывами первого ро

да в конечном числе точек интервала 10, 1].
На этом основании удается рекуррентным образом определить коэффи

циенты характеристического ряда соответствующей задачи на собственные

значения , что в свою очер едь позволяет применить двусторонние методы

к оп ределен ию ее собственных значен ий .

Рассмотрим квазидифференциальное уравнение

( f ;Х) у') ' + кт (х) у = О, (1)

где коэффициенты t (х) и т (х) интегрируемые на 10, 1]; л - параметр. Сле

дуя работе [2], можно показать, что уравнение (1) эквивалентно такому:

х

у (х) = ер (х) - л ~ К (х, а) т (а) у (а) ао:
о

Здесь ер (х) - произвольное решение уравнения

( 1 ')'---т<х) У = О,

а К (х, а) - функция Коши квазидифференциального уравнения

шая вид

{2)

(3)

(3), имею-

(4)

_ [1] _ 1· _
К (а, а) - О, КХ (а, а) = Т(Ci) КХ (а, а) - 1.

Отметим, что квазипроизводная y[l] (х) = f (IX) у' (х) является решением

интегро-дифференциального уравнения

х

уР] (х) = ep[l ] (х) - " ~ K~l ] (х, а) т (а) у (а) ао:
О

Фундаментальную систему решений yi (х) (i = О, 1) уравнения (1) ищем
13 виде

Тогда

00

н' (х) = ~ (_I)i »« (х).
;=0

х

уЬ =-= ер/, У)-Г 1 (х) = ~ к (х, а) т (а) у} (а) аа;
о

(5)

(6)

причем epi (х) (i = О, 1) - фундаментальная система решений уравнения (3).
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для квазипроизводных (у; (X))[l] справедливо аналогичное представ
ление

а

00

(у; (x))[J] = ~ (-1i "л/ (у})[I] (х),
j=O

(7)

х

(yb)[I] (х) = <РР], (y}+I)[I] (х) = ~ K~'] (х, а) т (а) у(а) аа. (8)
u

В дальнейшем заданные функции f (х), т (х) и искомые функции У: (х),
(y})[l] (х), являющиеся кусочно-аналитическимис разрывами первого рода
в точках x1 , х2 , ••• , х" отрезка 10, 1] и непрерывными справа в этих же точ

ках, будем представлять в виде

где функции

Тейлора

" "
т (х) = ~ т, (х) е" f (х) = ~ fs (х) es,

s=o _О

" "i ~ i ( ) е i[l ] ~ 1[1] )Yi (х) = ~ Ysj х .. Yi (х) = ...::.. YSj (х es,
S=O S= O

f
{ I[t]

ms (х), s (х), Ysj (х), Ysj (х) допускают разложения

(9)

в ряды

() О)

00 00

т, (х) = ~ msk (х - xs)k, fs (х) = ~ fSk (х - xs)k,
~O ~O

00 00

y~j (х) = ~ y~' (х - xs)\ y~~l] (х) = ~ (y~')[I] (х - xs)k
k=O k=O

С достаточнобольшим радиусом сходимости Rs > IXs+t - xsl; 9. - харак

теристические функции интервалов [x s; XS+I[:

{
1, х Е [xs; Xs+l[,

9s = ? -
О, Х с [x s; Xs+l[ (s = О, n; хо = О).

Нетрудно проверить, что функции, имеющие представление (9), обла

дают следующими необходимыми в дальнейшем свойствами.

1. Если

" "f (х) = ~ f s (х) 8s' g (х) = ~ г, (х) 9s'
s=o s=o

то fg = fog060 + flg191 + ... + f...g"e", т. е . функции f и g перемножаются
покомпонентно.

а

х

2. ~[fo(a)Oo+
о

+ {,,(а) 9"Jda = Ро(х)9о + ... + Р,,(х) е",

х

ро(х) = ~ fo(а) аа,
О

х

г, (х) = FS _ 1 (x s) + j f s (а) ао: (s= т.-n)

- правило интегрирования функций вида (9).
3. Если х Е [xs, XS+I [ , то f (х) = fs (х). в частности, f (1) = f" (1).
Для функций .ifo = <Р; (х), используя второе свойство, получавв
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где

F _ fO•k •
O.k - k •

F _ fs.k-I
s.k - - I?- - ' (11 )

(12)

Далее, методом математической индукции легко определить вид функ

ций Y~+I (Х) И yf~1 (Х), поскольку рекуррентные формулы (6), (8) включают
операции умножения и интегрирования только над функциями вида (9).
Находим

(
со \ ( со ). '"" i.k k i.lг k

Ун! (Х) = L YO.i+1X) 80 + ... + L Ys .i+1 (Х - xs) 8s'
k=2i+i+2 k=O

Здесь коэффициенты Y~::+I (k = 2 (j + 1) + i, 2 (j + 1) + i + 1, ... ; S =
= О, n) определяются рекуррентными формулами, причем следует различать

три случая:

1) s = О,

(1З)
10.,

k-2j-i-r-2
i.k I k-2~i+2 --;--;;-:--....:.:,...__....",-- (k-4~2i-З i,k-41-2l-l- З) .

УО.Н1 = k "'" "'" mO.IYO,i ,
' = 0 1=0

2) S = 1,

(14)

З) S = 2, п,

ее

(,О i () ~ 1., ( )'
Ys.i+' = Ys-I;/+l Xs = LJ Ys-1;j+l Xs - Xs-t ,

'=0
(15)

I.k ( I )[1 ] ( ) f k~' fl.k-r-I (Г~ I"_S_I)
Ys.i+J = Ys-I ,i+l х, s,k-J + ~ r I~ ms.IYs,; .

Аналогично для (Yf+l)(l] (Х) справедливы представление

(Y/+I)[I] (Х) =

= ( ~ (y~,'+I)[l] Xk) 80 + ... + (f (Y;'}f-li'] (Х - Xs) k) 85 (16)
k=2i+i + J k=0

и соответствующие рекуррентные формулы:

1) S = О,

«-аь-л-- ,

( i,k )(1] I ~ i.k-2i- t- l- r. (17)
Y O.i+1 = k ~ mO.,YO,i ,

г=О

2) s = т;-n,
со

( I.u )[ 1] ( ' )(1] () \-, (i.' )(1] ( )'Y5.i+1 . = Y s-I ,i+l Х• = LJ Уs-Ч+I Х• - Xs-I ,
, = 0

k- I

(
I,k )Р) 1 ~ I.k- r- I

Ys.i+1 = k .1..J m s.rY s.i .
. ' = 0

(18)

Пусть теперь уравнение (1) рассматривается

У (О) + ауР] (0)= О;

У (1) + by[l] (1) = О,

при краевых условиях

(19)
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(23)

3,33423,2671
3,4132
3,2792
2,8897
2,4675

снизу I сверху \ известное решение

3,1713
.3,4084
3,2538
2,8674
2,4660

I Зна чен ие л ,

о

0,25
0,5
0,75
1

i [1]
где а, Ь - некоторые числа (параметры). Учитывая, что (У) (о) = О/е (б/е -
символ Кронекера), для задачи (1), (19) записываем характеристическое

уравнение

[ауО (1) - у1 (1)] + Ь [а (уо)Р] (1) - (y1)[1] (1)] = О. (20)

Используя третье свойство и представления (12), (16), переписываем левую

часть уравнения (20) в виде ряда по параметру л:

~ (_ 1У лi ~ {[aY~'.1- y~·.1] + Ь [а (y~,1)[I] - (Y~.1)[1] (1 - х,/п = о . (2])
;=0 k.dO

' Здесь коэффициенты под знаком суммы определяются рекуррентными фор

мулами (13) - (15) и (18) - (19).
При определенных условиях (действительность спектра) структура ха-

рактеристического уравнения (21) дает возможность строить известными [3]
способами последовательности двусто

ронних оценок собственных зн ачен и й

задачи (1), (19). Это условие выполня

ется, например, во многих зада ч а х о

колебаниях и устойчивости дискрет

но-континуальных систем.

В качестве примера рассмотрим

. задачу о продольных колебаниях кон
n 2

-4- == 2,4674 ... сольного стержня кругового сечения,

составленного из цилиндра и парабо

лоида вращения:

(тьг У')' + лF (х) У = о, уР) (о) = У (1) = о, (22)

где F (х) = Ро80 + РО (1 + х-;хо ) 81; f (х) = рор- 1 (х); Л = i% ;
"" - частота колебаний; р - плотность материала; Е - модуль Юнга;

. РО - площадь поперечного сечения цилиндра; хо - точка сопряжения ; l =
= I-xo·

Полагая уО (1) = У (1) (в силу специфики задачи один индекс можно

опустить), записываем характеристическое уравнение в виде

l-ЛУ1+л2У2-ЛЗУЗ+ ... + (-I)i лJу/ + ... =0,
00

где у; = ~ Yi,k, а коэффициенты Yi,k задаются рекуррентными формулами
k=O

типа (13)-05):

x 02i+2

1 ха

Ун!,о = (2j + 2) 1 YiH! = (2j + 1) I
. (24)

нн-» = -+ {(- l)i-
1 (2;6;:) I + 1~ (- l)sk_S-:l (Y/.s-I + Yi,S-2)} .

для вычисления двусторонних оценок параметра л основной частоты ко

лебаний Л1 использовались полиномы третьей 11 четвертой степеней [3]. За

висимость параметра Л1 от размещения точки хо Е [О, 1] приведена в таблице.

Случай чисто параболоидального стержня (хо = О) рассмотрен, например,

в работе [4]. Приведенное в правом столбце таблицы Л1 = 3,3342 было най

дено там методом Галеркина. В случае хо = 1 (цилиндрический стержень)

решение задачи (22) легко находится точно.

Отметим, что приведенная выше схема построения общего решения урав

нения (1) может быть аналогично [2] обобщена на случай квазидифферен

циального уравнения произвольного порядка.
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Термоди н ам ическое оп исан ие поверхностных процессов без учета влия

ния соседних объемов наиболее полно п редставлено в работах [3, 9]. Вз аимо

связь поверхностных и объемных явлений учитывают , в ч астности, модели

руя приконтактный слой физической поверхностью [2, 9]. В данной работе '

в отличие от громоздкого операторного метода [2] и метода обобщенных функ

ций [5, 7, 10], который математически не вполне обоснован ; предлагается МЕ:"

год получения уравнений, описывающих поверхностные и объемные явле

ния в деформируемых электропроводных телах, основанный на использова

нии обобщенных теорем Остроградского - Гаусса , Стокс а и транспортной .

Пусть в материальном континууме задано поле произвольной экстен -

сивной скалярной величины, плотность которой а, и векторное поле Ь. Тогда

для произвольного материального объема V = V+ + V-, ограниченного

замкнутой поверхностью А = А+ + А - и разделенного несубстанциональ

ной физической поверхностью А
П

, наделенной пр иведенными величина 

ми аП, /;" согласно методике, п редложенной в работе [4], получим

~ Ь . dA = ~ V . bdV + j' ([Ь ] .N+ V . [;П) dA,
v v АП

d r r (da . --+) r { --+ --+ --+
~ .J adV = .) {h + aV . v d~l + .J [а (и - и П) ] • N +

v V А"

da" --+ }+ ----CF& + аПV . иП dA.

(1)

(2)

Здесь и в дальнейшем величины с индексами (+), (- ), (п) определен.ы в

объемах V+, V- и н а поверхности. А П ; [Ь] = Ь+ - ь-; [а (; _ -;n)] =
= [а+ (;+ - -;") - а- (у- - ;П); jJ - нормаль к повер хности р аздела А П ,

направленная из v+ в V-; -;±,-;П - скорости центров масс [7]; 1: - время .

Отметим, что из соотношени й (1) , (2) как частные случаи следуют извест

ные теоремы Остроградского - Гаусса и транспортна я [6, 8].
Интегральное уравнение баланса массы компонента k для произвольного

материального объема V~ имеет вид

:. ~ PkdV = ±~ v"i~idV , (3)
y lг .= 1 Vr,

где Р" -плотность компонента k; ~/' V kj - п роизводство массы и сгехио

метрические коэффициенты j-й химической реакции.
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