
и краевыми условиями

и (О) = u (l) = и" (О) = и" (l) = О. (7)

Нетрудно убедиться, что операторы L i (i = О, 1,2) самосопряженныеи

удовлетворяют условиям (2). В частности, в третьем условии (2) можно по­

ложить а1 = (с2л
2 + 1)/2сз. Следует отметить, что для удовлетворения усло­

виям (2) не потребовалось никаких дополнительных ограничений на физи­

ческие параметры задачи.

Таким образом, на основании теоремы 2 получаем

л ::::::: a1 [(L OY2' У2) - (L2YI' YI)] - ао [(L 1Y2' У2) + 2 (L2YI' У2)]

1 -...-:::: аl l (L1YI' Yl) + 2 (LOYl' У2)] + ао [(L OY2' У2) - (L2Yl' Yl)]

для любых четырежды непрерывно дифференцируемых функций Уl и У2'

удовлетворяющих граничным условиям (7).
Если положить Уl = sin ЛХ, У2 = 2л sin лх и ао = 1, а1 = - (с2л

2 +
+1)/2сз, то при С1 = СЗ = 1, С2 = 2 получим Лl~8, 130359 (ошибка-е 0,6%).
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СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ АППРОКСИМАЦИЙ ПАДЕ ЭКСПОНЕНТЫ

в настоящей статье с помощью аппроксимационного метода Дзядыка [1]
исследуется скорость стремления к нулю разности между функцией е' и ее

аппроксимациями Паде Лm,~ (г) при (т + n) -+ 00. Изучению вопросов схо­

димости аппроксимацийПаде этой функции посвящен целый ряд работ (см.,

например, библиографию в работе [2]).
Обозначим через :Rm,n класс всех несократимых рациональных дробей

вида Pm/qm где Рm И qn - алгебраические многочлены степеней не выше

т и п соответственно.

Рациональная дробь Лm. П Е :Rm,n осуществляет аппроксимацию Паде по­
рядка [т, n] голоморфной в точке г = О функции f, если Лm,п имеет макси­

мальный (в классе ~m.n) порядок касания с f в начале координат.
Перрон [5] УСТ<:iНОВИЛ,.Ч,О дЛЯ функции е' каждый из полиномов Паде

Лm,n имеет вид

~ (т) (т + п _ k)! ;;k
k=O k (1')Лm• п (г) = -----=,-------------±(n) (т +n_ k)! (_zk)

k=O k

Луке [4] и независимо от него В. К. Дзядык И Л. И. Филозоф [2] для
каждого г Е (с установили асимптотическое равенство

е' - лп ." (z) = (-1)" i;;)~ (2~~;)I е' (1 + О (+)) . 2)
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Теорема 1. При всех z Е (с справедливо асимптотическое равенство

г () _ ( Г)" т!nl zm+n+l e~~n г (1 + )
е - Лm,n Z - - (т + n)! (т + n + \)1 'Уm,,, , (3)

где 'lm,n = 'lm,n (z) = О ( m~ n) при (т + п) -+ 00.

Посколькудоказательствоэтой теоремы проводится так же, как и дока­

зательство равенства (2) в работе [2], т. е. путем использования аппрокси­

мационного метода приближенного решения линейных дифференциальных

уравнений с многочленными коэффициентами [1] и свойств многочленов Я ко­

би, то приведем лишь схему доказательства.

Отметим, что в силу формулы Перрона (1) справедливо равенство
1

Л/l,m (г) = ()' поэтому достаточно установить равенство (3) для слу-
Лm.n -2,

чая О ~ n~ т, т -+ 00 .

Пусть !L~O·a)(t)l - последовательность оргонорм и рован ных смещенных
многочленов Якоби, т. е. многочлены, удовлетворяющие условию

1

JL~O'(J.) (t) L~o,a.) (1) t(J.dt = ь: (а> - 1),
u

где IJk" - символ Кронекера. для этих многочленов справедлива формула

Родрига

L~О,(J.)(t)=t-<t(_I)k -V2k~ll+a d~~1 [tk+a.(I_t)k] . (4)

Пусть 10, z] - отрезок прямой, соединяющий точки О и г. Исходя из ин­

тегрального уравнения Вольтерра

у (z) = 1 + Jу (~) а;
[О, г]

которому удовлетворяет функция е", при каждом фиксированном z Е (С,

г =i= О и целых неотрицательных n и k, О ~ k ~ n ищем алгебраический мно-

гочлен Уn-I Ю = СО + Cl~ + ... + Сn-I ~n-I как решение интегрального урав­
нения

Уn-I (~) = 1 + j Уn_1 (~) d~ - 1:n (+)k L~O!k (f-) ,
(~t] •

где ~ Е [О, z]. Рассуждая так же, как в работе [2], можно получить соотноше­

ния

Лn,n-k (z) = Уn-I (z) + 'n (z) Ц~2 (1),
1

г ( ) ( ) r l(l -I )L(О,k) (t) tkdt
е - ЛIl • I1-k г := г1:n z J е n-k ,

U

(5)

et - Уn-I Ю = 1:n[(+)k L~O!k (+) + j e:-;L~~k (+)( ~ )k d6]' (6)
(O,t]

Найдем асимптотические равенства для параметра т, = 'n (z) И коэф­

фициентов Фурье - Якоби функции егl по многочленам L~O!k (1) при
(2п - k) -+ 00 . Интегрированием по частям из формулы (4) получаем

1 I

SeZ(l-I)L~o..:.'I1 (1) tkdt = (-1 )n-k -v2(: -=-~); 1 zn-k SегО-О , n (1 - t)n-k dt. (7)
О u

Сформулируем в виде леммы легко доказуемое утверждение , которое,

н а наш взгляд, представляет и самостоятельный интерес.
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Лемма. При каждом фиксированном z Е [; справедливо асимптотическое

равенство

I "

~ el
/ t" (1 _ t)fndt = n! т! е ,,+т l (1 + О ( 1 ))

u (n +m+I)! n+m '

где т, n - целые неотрицательные числа и (т + n) --+ 00.

Вследствиеэтой леммы равенство (7) запишем в виде

I n-k

5 ,(1-0L(О.k) (t) tk dt = (_ )n-k У2n - k + 1 , 2,,-k z (1 + О ( 1 )) (8)
е ,,-k z (2n-k+l)1 n.е 2n-k .

о

Найдем асимптотическое равенство для параметра '" (z). С этой целью

умножим обе части равенства (6) на +L~~!~ (+) и проинтегрируем полу­
ченное равенство по промежутку [О, z] . Имеем

где

I

~ [ez/ - У,,_I (zt)J Ц~!k (t) dt = '" (z) [1 + ~'I.k (z)J,
U

(9)

df I t
~".k (z) = Z ~ L~o:!:k (t) dt j e'(f-U)L~о:!:k (и) ukdu.

О u

Интегрируя по частям и используя весовые оценки для стандартизо­

ванных многочленов Якоби [З], негрудно убедиться, что

~".k (z) = О ( 2n ~ k ), (2n - k) --+ 00. (l О)

В силу равенства (6) в левой части равенства (9) разность ezt
- УП-l (zt)

имеет в точке t = О нуль кратности k. Учитывая это, на основании ортого-

нальности многочленов L~:!:k (t), формулы Родрига, леммы и равенства
I

В (р q) = rе:' (1 - t)Q-1 dt = г (р) r (q) р, q > о
'~ г (р + q) ,

получаем

I ~

r t ( ) L(O.k) ) d " V2 1~ (j + п - k)!J[e' -Уп-! ztJ n-k(t t=z n-k+.L.J (2n+i-k+l)!
О 1=0 .

I

=г" Y2n-k+l r eztt,,- k( l _ t)ndt =
n! J

u

nV2 (n--k)! ;~kZ(1 о( ')) (11)= z n - k + 1 (2n _ k + I )! е + 2n _ k .

Тогда из формул (9) - (11) находим, что для параметра 1:
"

(г) справед­

ливо асимптотическое равенство

.п(z)=V2n-k+l (2n(~~~!I)1 zne~-=-~z(I+0( 2n~k )). (12)

Отсюда, учитывая равенства (6), (8) и (12), убеждаемся в справедливости

асимптотического равенства

? _ n-k n! (n -k)! z2,,-k+1 2~:;=-~ z ( (1))
е -nn,"_k(z)-(-I) (2n-k)! (2n-k+l)1 е 1+0 2n-k

при О ~ k ~ п и n --+ 00. Этим теорема для случая О ~ п ~ т доказана.

Случай О ~ т ~ п, как уже отмечалось, сводится к рассмотренному.Теоре­

ма 1 полностью докаааьа.
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Вопрос об асимптотическом значении для разности ег - R:n (г) наилуч­

шего равномерного приближения функции е
г

в круге KR = {г : Iг I :::;;; R1,
R > о с помощью рациональных дробей класса 12m.n при фиксированном n
и т -+ 00 изучен в работе [6]. С использованием асимптотического равенства

(2) в работе [2] получена точная по порядку оценка для разности е' - R~n (z),
где через «; (г) обозначена рациональная дробь класса 12n•n наилучшего

равномерного приближения функции е" в круге KR.
Используя асимптотическое равенство (3) и рассуждая так же, как и в

работе [2], мож о убедиться в справедливости такой теоремы.

Теорема 2. В круге KR произвольного радиуса R > О для величины

df

Етn = inf тах Iez - Rmn (z) I
R mnE91m,n zEK R

наилучшего равномерного приближения функции е' с помощью рациональ­
ных дробей класса 12m. n справедливы неравенства

- ~ R т! n! Rm+n+1

(1 + атn (R)) е m+n (т+n)! (m+n+ 1)! <Етn<

т! n!
(т+n)1

где аmn (R) = о (Г) и Утn (R) = 0(1)

Rm+n+1

(т + n + 1)! (1 +'\'т" (R)),

при (т + n) -+ 00 .
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в работе [2] предложен прямой метод решения систем линейных алгебраи­

ческих уравнений ветвящимися цепными дробями. Он предназначен для

решения систем средней размерности и обладает высокой численной устой­

чивостью. Здесь предлагается клеточный вариант метода, более пригодный

для решения больших систем и параллельных вычислений.

Рассмотрим невырожденную систему линейных алгебраических урав­

нений

Оllй12 al n Х1

I
al. II+ 1

й21а22 a.z" Х2 а2,n+! (1)

1=1I

а" n+l Iа,,1а,,2 ... а.nn I хn

Прежде чем переходить к описанию метода, выведем одну вспомогательную

формулу. С этой целью систему (1) разобьем произвольным образом на клет-
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