
Если 11т Лj (k)1 > С4 1 k гm+Е
, то

11 - е2лр)Т I > С5 1 sin (2Т Ггп Лj (k))1 > с, I ~ [гп к, (k) - т (k) " где

т (k) Е 7l. : 111т Лj (k) Т1-т (k) л I< т .
Учитывая лемму 2 [5] и то, что I Лj (k) I = 0(1 k I ) при I k I~ 00, получаем

11_е2Лj<k)ТI>С5Ik\: 111~~f(k)1 -; ~~/~) \>С6Ikгm+Е (16)

л

для почти всех чисел т ' Объединяя неравенства (15) и (16), получаем

доказательство теоремы 6.
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ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ОДНОЙ АППРОКСИМАЦИИ ИНТЕГРАЛА

ПО МЕРЕ ВИНЕРА

Известно, что континуальные интегралы являются удобным математическим

аппаратом в квантовой механике, теории поля, статистической гидромеха

нике и других разделах науки. Применение этих интегралов к решению

различных прикладных задач требует наличия методов их точного и прибли

женного вычисления. Приближенному вычислению интегралов по гауссовой

(в частности, винеровской) мере посвящена работа [7], содержащая об

ширную библиографию по данному вопросу. В статье [3] предложен метод

приближенного вычисления интегралов Винера путем разложения подын

тегрального функционала по формуле Тейлора . для определенного класса

функционалов такой способ является более эффективным.

Пусть С - пространство непрерывных фун кций х (.), заданных на сег

менте [О; 1] и удовлетворяющих условию х (О) = О. Пусть, далее, f (х) - за 

данный на С измеримый функционал. Интеграл по мере Винера от данного

функиноиала (определение см., например, Б работе [1]) обозначается симво-

лом ~ f (х) dwX'
с

В работе [3] показано, что если f (х) (х Е С) - интегрируемый по Винеру

функционал , обладающий для всех х Е С функциональными производными

до (2n - 1)-го порядка включительно, то справедлива формула .
п-l 1 1

Sf (х) dwX = t (О) +~ (2~)! S '" Sь (t1 , ••• , t2k) с (t1 , ••• , t2k) 'х
с k=!· О О

Х d,t1 • • • dt2k +SR2fl-l (х) dwx. (1)
с



Здесь Ь (t 1, ... , tZk) - известные функции, а с (t 1, ... , fZk) - функциональные

производные от функционала f (х) в точке х = О:

. 02kf (О)

С иl' ... , lZk) = Ох (tl) . . . Ох (tz~

(2)

Если функциональная производная (2n - l)-го порядка равномерно ог

раничена по модулю константой М, то для остаточного члена в представлении

(1) справедлива оценка

[
1 JZl1-1I~ R2n-! (х) d\'Vx I~ (2n~ 1)1 i ~ 1х (t)1 dt dwx.

(З)

Цель настоящей статьи состоит в том, чтобы дать более эффективную

оценку, чем (2). данная задача нетривиальна, так как при вычислении кон

тинуальных интегралов от функционалов вида f (1 х (. ) 1) встречаются зна 

чительные трудности (см. примеры и библиографию в работе [4]).
Приведеиное ниже вычисление интегралов по мере Винера представляет ,

по-видимому, и самостоятельный интерес.

Теорема. для остаточного члена в разложении (1) справедлива оценка

I
r R2n-l (х) dwx I~ 2_М ---;о-;=_
~ (n + 1) (n + 2) ••• (2n - 1) (2n + 1)У11:

д о к а з а т е л ь с т в о. Установим две леммы.

Лемма 1. Пусть Р ~ О целое. Тогда

~ Iх (t)IP dwdx = V t; г ( р t 1 ) .

при р = 2k - 1.(k-I)!
2

Так как подынтегральный функционал зависит от значений функцим

в одной точке, то [6]
+00 и'

j 1х (t)IP dwX = ,) I 1 и ,Р е- -1du.
С r лt - 00

Проделаем элементарные преобра зования так, что

j Iх (t)IP dwx = 2.. / '; 100 zPe-Z'dz.
с V о

Последний интеграл вычисляется (см. [2]) так:

(2k - 1)11 ~ .r::
2k+1 v л при р = 2k,

Оба эти выражения могут быть записаны в виде одной формулы

+00
j гРe-z' dz = +г ( р t 1 ).
о

Следовательно,

~ 1х (t)IP dwx = V '; Г ( р t l ' ) •

, Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть Р ~ О целое. Тогда

S[5 Iх (t)IP dtJ dwx = 2 У г ( р t 1 ).
с о (Р+ 2) л

(4)

15



(р> 1).

данное равенство является следствием леммы 1. действительно, по тео

реме Фубини и на основании леммы 1

~ [i Iх (t)I
P

dt] dwx = i[~ Iх (t)I
P

dwx] dt = Jл г(р 1- 1 ) iVlPdt =

_ 2 г(~)
(р + 2) -v1& 2'

Вернемся к доказательствутеоремы. Воспользуемсянеравенством Гель

дера для произведения двух непрерывных функций, заданных на сегменте

10, 1], в предположении, что один из сомножителей - тождественная едини

.ца . Тогда

[j Iх (t)1 dtГ ::( j Ix(t)I
P

dt

Теперь из оценки (2) вытекает, что

\ ~ R 2n+1 (х) dwx 1::( (2n~ 1)1 ~ [j Iх (t)1
2n

-
1
dt] dwx.

К последнему интегралу применим формулу (4) . Отсюда уже немедленно

<следует оценка (3). Теорема доказана .

Сделаем несколько замечаний о рассмотренных здесь функциональных

интегралах .

При вычислении континуальных интегралов, фигурирующих в леммах

1 и 2, предполагалось, что винеровский процесс задается корреляционной

функцией вида К (t, s) = -}- min (t, s). Однако часто полагают К ({, s)
~ min (t, s). Тогда

~ [j Iх (t)I
P

dt] dwx = р ~ 2 1/ ~ г ( р t 1 ).

Пусть Сm - пространство непрерывных функций т переменных х (t)
= х (11' .. . , tm), определенных на т-мерном кубе Qm = {t : 0::( 1; ::::;;; 1,
i = 1, т) и удовлетворяющих условиям х (/1' .. . , ti_l , О, 11+1, .. . , tm) = О

{i = 1, т), а w (t) - винеровская случайная функция от т параметров [5].
Тогда, как и выше,

Так же оценивается погрешность аппроксимации интеграла по обобщенной

мере Винера в пространстве Сm•
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