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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ

АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

К ОПИСАНИЮ ВПОЛНЕ ИНТЕГРИРУЕМЫХ

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ РИККАТИ. I

Проблема полной интегрируемости нелинейных дифференциальных

уравнений в последнее время стала особенно актуальной в связи с открытием

в 1967 г. метода обратной задачи теории рассеяния [23] при анализе нели

нейного уравнения Кортевега-ле Фриза . После работ [3-6,9, 14, 16, 17],
посвященных периодической задаче дл я нелинейных эволюционных у р ав

нений типа Кортевега-ле Фриза, стала ясной связь исследуемых вопросов

с проблемами алгебраической геометрии римановых поверхностей и абеле

вых многообразий . Так, связь с уравнениями типа Кортевега-ле Фриза дала

новые нетривиальные факты в самой теории абелевых многообразий (см. [6]),
в частности явное описани е с помощью аналитических формул универсаль

ного расслоения якобиевых многообра зий гиперэллиптически х римановых

поверхностей (например, ранее не был известен даже факт, что простр анство

этого расслоения ун и рационал ьно) . достигнутые результаты в сл учае пе

риодических задач позже были распространены и на другие нелин ейные эво

люционные уравнения [2, 4, 10, 18], имеющие широкие приложения в совре

менной физике. Аналогичные результаты получены и для нелинейных диффе

ренциально-раэностных уравнений [3, 7, 13, 22] (см. также [6]), имеющих

приложения, в частности, для проблем численного анализа и теории переда

чи информации.

Уравнения Шредингера, Коргенега-де Фриза и полная интегрируемость

уравнения Риккати. Рассмотрим обычный одномерный оператор Шредингера

(Штурма - Лиувилля)L = - :;2 + f (х), где потенциал f (х) считаем дей
ствительной достаточно гладкой функцией переменной х Е [R\ периодической
с периодом 1. Свяжем с оператором L следующую спектральную задачу :

L'IjJ = л:ф с нулевыми граничными условиями на отрезке (Ха, хо + 1), где

Ха - проиэвольная точка на оси [Rl. Тогда, как известно [5, 6, 9, 16], для
конечно-зонных потенциалов j (х), для которых в спектре оператора Шре

дингера имеется только конечное число блоховских зон устойч ивости

(см. [20]), собственные значения Л/ = Л/ (хо) (j = i, 2, ... , N) удовлетвор я

ют следующим дифференциальным уравнениям:

dл/ (хn ) 2i VР (Л/ (хо))
dxo П (Лi (хо) - Лl (хо))

f=/=i

Здесь р (г) - полином степени 2N + 1, который определяется границами

Е/ (j = 1, 2, ... , 2N + 1) зон устойчивости спектра оператора L: Р (г) =
2N + l

= П (г - Е;). При этом собственное значение Л; (хо) нашей спектраль-
i=l

ной задачи находится в пределах j-й запрещеннойзоны: Лj (хо) Е [Е2/, Б2i+ I J .

дальнейшее построение потенциала f (.х) по спектральным данным (обратная

периодическая задача) очень просто:

N 2N+ !

{(х) = -2~ л/(х) + ~ Е/,
. ;=1 i= J

если систему уравнений (1) _можно разрешить явно, т. е. проинтегрировать



Рассмотрим теперь блоховскую собств енную функцию 1jJ (х , хо, Л), опр е

деляемую условием

1jJ (х + 1, хо, л) = ехр (+ ip (л))ф (х, хо, л), 'ф (хо, хо , л) = 1, (3)

где функция р (л) называется квазиимпульсом . Разрешенные зоны в спектре

оператора Шредингера оп редел яются теми л Е 1R1 , где функция р (л) дейст

вительная и функция 'ф (х, хо , л) почти периодическая по х . дополнения к

р азрешенным зонам будут за прещен ным и зонами , или зонами неустойчи

вости. В работах [1, 5, 9, 12] доказана следующая теорема .

Теорема 1. Блоховекая собственная функция 'Ф (х, хо , л), о п ределен на я

условием (3) при любом (комплексном и вещественном) гл адком периодиче

ском потенциале f (х) , мероморфна на римановой поверхносги Г, двул истно

накрывающей л- плоскость и имеющей точ ки ветвления (для вещественного

потенциала) в концах зон . Вообще эта риманова повер хность имеет бесконеч

ный ал гебра ически й род, однако если число лакун конечно, то риманова

поверхность Г гиперэллиптична, имеет конечный род, р авный числу лакун,

и определяется алгебр аической кривой г2 + Р (л) = О; г, л Е ([;t.
Рассмотрим лог арифмич еский дифференциал бло ховс кой собственной

. r. d In '" d~ u б "функции ~, = ------;г;:- I'v, которыи О ладает такими своисгвами :

(i) имеет полюсы с вычетами - 1 в точках Р i (хо) Е Г;

(ii) имеет полюсы с вычетами + 1 в точках Р j (х) Е Г;

(iii) имеет полюс второго порядка в точке л = 00 Е Г,

имеющий вид в локальном параметре t: оэ '" - i (х - хо) dt с" , где t =
I

= гl = ,,-2, так как 'Ф (х, хо, л) '" ехр (ik (х - хо» при л __ 00;

(iv) все интегралы по циклам а . , bj , образующим базис одномерной гр уп

пы гомологий многообразия Г [8, 19], являются целыми кратными 2л i , так

как ЧJ (х, ХО , л) - однозначная функци я на поверхности Г.

Указанные свойства абелево го дифференциала Q полностью определ яют

фун кцию 1р (х , ХО , л) , проекция л : Г -- [? римановой поверхности Г на комп

лексную плоскость ([? облада ет свойство м л Р; (хо) = Лj (хо), пр ичем набор

точек (Рl (х) , Р2 (х), ... , rN (х) движется прямолинейно при изменен и и х

по многообразию Якоби J (Г) многообр азия Г. Результат такой (см . [6]):

где

(4)

N).. 1

'u> (Л ) = ~ Сk J Zk[P(Z)] . 2 dz;
' k= O E2N +1

)..

(А (л))/ = Jdu>/ (л);

r
~ dffi (,,) = О;

Qk

. , ,

и; = ф du> (/0); Ф dUJ ;Щ = В; /;
Ь; Ь,

N 1 N .

l j (О) = ~ (о) ; ("; (хо)) + 2 ~ В;/-+;
; = ! ;= 1

u>/ U= 1, 2, .. . , N ) - баз ис нормированных абелевых инте гралов пер БОГО

рода н а повер хности Г ; \} (-;;) - многомерная тэта-функция Римана, оп реде
лясмая выражением

ft (-;) = ~ ехр { 2л i (;J;, (;) + n i (В ,:;, ;;;) }.
;;EZN

" N . N ~ N
Здесь Z - множество -целочисленных векторов в IR ; и Е ([; и (.,.) -обыч·
ное скал я.р но~ произведение .



(5)

d
Определим функцию У = - dx lп '\jJ (х, ХаЛ) ' Тогда, исходя из уравне-

ния Шредингера L1p = л'\jJ, на функцию У = У (х) находим уравнение

dy 2 {
dx = У + Л - (х),

т. е. уравнение Риккати. При этом согласно формуле (2) функцию { (х) мож

но представить в виде [9]
~ 2N+l N

f (х) = - 2 (iX21n t} «х -Ха) ~ +7(0)) + ~ Е, - 2~ Ф )cd()); (Л). (6)
/=1 /=1 "!

С другой стороны, из результатов работы [17] следует, что функция { (х)

удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению (стацио

нарному уравнению Кортевега-ле Фриза)

6{ ...!!:L - ~ - о (7"dx dx 3 - • I

Итак, можно сформулировать следующую теорему.

Теорема 2. Пусть задано обыкновенное дифференциальное уравнение

Рикквти (5). Тогда если функция {(х) удовлетворяет тождественно нелиней

ному уравнению (7), то это уравнение Риккати является вполне интегрируе

d
мым и его решение находится по формуле у = - dx lп 'Ф. где функция 1~'

определяется по формуле (4).
Из результатов работ [5. 9, 17]следует, что если функция t (х) = { (х, t)

зависит от переменной t как от параметра, то уравнение Риккати (5) будет

вполне интегрируемым, если функция {(х, t) удовлетворяет уравнению

Кортевега-де Фриза

.fl- - 6t~ _~ '
дt - дх дх3 '

Из теоремы 2 следует частичное решение проблемы Лиувилля для уравнений

Риккати: описать класс 12 функций { (х), для которых уравнение Ринкати

~~ = у2 + { (х) (8)

является интегрируемым в квадратурах . Так как полная интегрируемость

динамической системы эквивалентна [11] (по теореме Лнувнлля) интегри

руемости этой системы с помощью квадратур, т. е. с помощью сведения ре

шения системы к выражениям, где использованы только элементарные и ал

гебраические функции и интегралы от них, то отсюда получаем указанное

выше следствие. Исследуем указанную выше проблему описания класса 12
функций { (х), обеспечивающих полную интегрируемость уравнения Рикка

ти (8), методами, предложенными в работе [18]. При этом покажем связь

рассматриваемых уравнений Риккати с прсблемами алгебраической геомет

рии, в частности с абелевыми многообразиями гиперэллиптических римано

вых поверхностей, дающих эффективные средства для решения проблемы

Лиувилля в классе почти периодических функций.

Представление Лакса и полная интегрируемость уравнений Риккати.

Пусть задано уравнение Риккати (8) с произвольной достаточно гладкой

функцией {(х). Предварительно рассмотрим задачу Коши для этого урав

нения с какой-то фиксированной функцией t (х). При этом принадлежности

функции {(х) классу 12 не предполагается. Имеем

~~ = у2 + {(х), У (Ха) = Уа, (9)

где Уа - произвольиые данные Коши в точке Ха. Тогда существует единст

венное дифференцируемое по переменным Ха И Уа решение уравнения (9),
удовлетворяющее условиям

:: I =-Y6-f(xa), ~I - ·1 (1 О}
о х=х. дуо х=х. - .



Рассмотрим уравнения в частных производных на функцию У =:

= У (х, хо, Уо) в виде
д2у ду

дхд! = 2у (fГ ' t = хо, Уо· (11)

Следуюшая лемма очевидна .

Лемма 1. Все решения уравнений (11) с условиями (10), которые сво

дятся к квадратурам, являются также решениями уравнения (9), сводимыми
к квадратурам .

Пусть У = У (х, хо, Уо) - решение уравнений (11), которое при некото

рых x~ и y~ является почти периодической функцией по переменной х . Тогда
справедлива такая теорема.

Теорема 3. При указанном выше условии почти периодичность по х

решения у (х, хо, Уо) сохраняется при всех хо и Уо.

доказательство этого утверждения опирается на следующий факт, уста

новленный в работе [18].
Лемма 2. для уравнения (11) существует представление Лакса

[Х).., Т)..] = О, (12)
где

(13)

(16)

Х).. = _д _ о: [1 О] _ У [О 1]
дх О - 1 1 о'

д i [1 - 1] ду .
T~. = Т +N' 1 _ 1 (fГ

- линейные дифференциальные операторы в пространстве комплексных

дифференцируемых вектор-функций; л - произвольный комплексный па

раметр,

Запись (12) означает, что коммутатор операторов (13) на решениях урав

нений (11) тождественно равен нулю (см. [15]). Представление Лакса (12)
дает возможность находить решения уравнений (11) с помощью модификации

методов работ [5, 6, 9, 16], развитых для нелинейных уравнений типа Корте

вега-де Фриза, а также методов работ [2-4, 10,18,21,22], развитыхдля раз

личных нелинейных дифференциальных и цифференциально-разностных

эволюционных уравнений, обладающих представленнем Лакса на мат

ричных дифференциальных операторах первого порядка, рационально за

висящих от произвольногоспектральногопараметра л. При этом задача сво

дится к проблеме Якоби обращения абелевых интегралов на гиперэллипти

ческих римановых поверхностях, для решения которой использованы

многомерные тэта-функции Римана.

Рассмотрим следующие совместные линейные дифференциальные урав-

нения на вектор-функцию g).. = (;:)=
Хлg).. (х, t) = О, Тлg).. (х, t) = О. (14)

От
? 2

сюда прямым вычислением на функции h = g\g2, <р = gI и 'Р = g2 полу-

чим уравнения

ah дф дер i ду
ах = у (<р + 'Р), ах = - 2 iл'Р + 2yh, дГ = Т (fГ (h - ер),

~:: = 2iл<р + 2yh, ~~ = ;1. ~~ ('Р - <р), дд; = +~~ ('Р - h). (15)

Наряду с системой (15) рассмотрим ассоциированную систему дифферен

циальных уравнений

~~ = а'Р + Ь<р, ~~ = ;1. [~~ 'Р - ~~ <р + (~~ - дд~ ) h] ,

дер. дер i (да дU)CiX = 2tл<р + 2ah, ---аг = т (fГ h - (fГ <р ,

aw __ 2 '1 , 1, + .2bh ~ _ _i ( дШ ,1, - ~ h)
дх - lll.'t' ,д! - л д! 't' д! '
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где а = а (х, {), Ь = Ь (х, t), V = V (х, t), W =Ш (х, {) - произвольные

функции, которые впоследствии свяжем с функцией У = У (х, t). Систему

уравнений (16) характеризует следующая лемма.

Лемма 3. Система дифференциальных уравнений (16) допускает поли

номиальное по параметру л решение

N+l N N
h = ~ hk (х, t) "л,k, ср = ~ CPk (х, t) ')..k, 1\1 = ~ 'Фk (х, [) лk (17)

k=O k=O k=O

тогда и только тогда, когда коэффициенты h k, CPk И 1\1k удовлетворяют неко

торым системам нелинейных дифференциальных уравнений и выполнены

следующие соотношения:

iCPN i1PN
a(x,t)=---, b(x,t)=-h-' (18)

hN+ 1 N+!

ди (х. t) да (х, f) ho дw (х, t) дЬ (х, {) ho
д! д! % 'д! д! ~ ,

да (х, {) ,1, _ дЬ (х, {) _ r aw (х. {) _ ди (х, {) ] h
д! 'УО д! СРо - д! д! о'

L

причем на подмногоо6разии М пространства [;N+2 Х [;N+l Х [;N+l пере
менных (hk, CPk' 1\1k), определяемом дифференциальными уравнениями

д2fPN 2ihofPN дФN д21РN - 2iho'I)N дСРN

дхд! = hN+]1Po дГ дхд! = hN+1qJo аг-

дhN+ 1 дhN+ 1 дhN дhN (19)
дх д! = -ах = --аг- = О,

h д (ho aqJN ) . д ( )
N+I ах % дГ, = L дt (PN1\1N,

h д (hn дфN ) • д ( )
N+I дх ~ ----аг = - [дГ (PN1\1N,

эти системы уравнений являются автономными и совместными.

доказательство леммы проводится прямой подстановкой выражений

(17) в уравнения (16) с учетом произвольности параметра ').. 11 дальнейшей

проверкой условия совместности Фро6ениуса. По отношению к нашей ос

новной задаче описания класса R функций f (х) сформулируем теорему, яв
ляющуюся следствием леммы З.

Теорема 4. Пусть на подмногоо6разии М выделена гладкая кривая {L
с помощью условий

дrРN I дФN I 2
-д-' = - -д- = - ihN+1 (Уо + f (хо» ,

хо Х=ХО Х() х=х ....

aCPN I дФN I .-- = - -- = tllN+l'
дуо Х='<о дуо х=хо

ho(хо, t) = СРО (хо, t) = 1\10 (хо, t),

CPN (хо , [) = -фN (хо, t) = ihN+lYo, (20)

h (х', t', л*) = /1* (х', t', л), ср (х', t', л*) = 'ф* (х', t', л),

CPN (х', {') = - cp~ (х', г'), ho(х', {') = СРо (х', t') = 1\10 (х", t'),

где х' , t' (t' = (x~, y~» - произвольная точка в [Rl Х [R2, задающая начало
кривой rt, на М. Тогда для всех х, t справедливы равенства

а (х, t) = Ь (х, t) = У (х, t),

дv (х. t) aw (х. {) ду (х . {) (21)
д' д! д!

причем функция У (х, t) является действительной и удовлетворяющей диф

ференциальному уравнению Риккати (9) с функцией f (х), входящей в усло

~ия (20).
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д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим кривую ~ на подмногообразии

М, выделяемую условиями (20). В переменных а (х, t), Ь (х, t), V (х, t) и

W (х, t) эта кривая задается уравнениями

д2u д2w д

дхдl = дхдl = дГ (аЬ), (22)

(23)

с начальными условиями вида

;~ 'х=х. = ;~ Ix=x . = - У5 - f (Ха),

;а I ;ь I = 1, а (Ха, t) = Ь (Ха, t) = Уа, (24)
Уо х=х. Уо х=хо

:~ I = ;: I = - У5 - f (Ха)'
о х=хо u Х=ХО

;u \- = ;wI = 1, V (Ха, t) = W (Хо , t) = Уа' (25)
Уо х=хо Уо х=хо

Проинтегрировав уравнения (22) по переменной t, найдем

дu дw
дх = аЬ + fv (х), (fX = аЬ + fш(Х), (26)

где функции fv (х) и fw (х) не зависят от переменвойт. В силу начальных усло

вий (24), (25) находим

fv (х) = fw (х) = f (х), v (х, t) = W (х, t) = У (х, (), (27)

т. е. уравнения (26) можно записать одним уравнением

~~ = аЬ + f (х), У (Ха) = Уа'

Рассмотрим уравнения (23) с учетом равенств (27): -

(28)

(29)

(31 )

и покажем, что а (х, t) = Ь (х, t) = ;; (х , () = У (х, t) . Положим а (х, t) 
- ь (х, t) = ~ (х, t). Тогда из уравнений (24), (29) находим уравн ение на
функцию s В виде .

д2~ _ !: ау _д~ I
дхдt - 2", ---аг , s(Хо , t) = ~х=хо = О . (зи)

В силу начальных условий уравнение (30) эквивалентно интегральным у р ав
нениям

х. х

S(Х , хо, Уо) = 2 Sd11 S ду (1'cЭ l1l'l , Уо) S(Т, 11, Уа) dT,
х '1]

х

д~ (х, хо· Уо) = 2 Sду (1', ХО , Уо) !: (Т х У) dT.
дуо - дуо "', о' а

х.

Полъзуясь методом последовательных приближений, легко показать. что

первое интегральное уравнение (31) имеет единственное тривиальное решение

~ (х, хо, Уа) = О, которое, очевидно, совместимо со вторым интегральным
уравнением. Итак, нами показано, что а (х, t) = Ь (х, t) = У. Чтобы доказать

равенство у (х, t) = У (х, t), рассмотрим уравнения (22), (23) в следующей
форме :

ду

= 2у дГ '
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у (хо, t) = У (хо, t) = нь. :У 1 = :У I
Уо Х=Х" Уо х=хо

ду I ду \ 2----СГ- = -д' = - уо - t (Хо) '
хо х=хо xn х=хо

1, (32)

Как и дл я системы (29), построим р азность у (х, t ) - У (х, t) ~ (х, t), удов-

летво ряющую согл асно вы р ажени ям (32) ур авнению

д2~ д-= - д-'" \
дхд! = - 2у д;' ~ (х о, t) = д; = О.

Х=ХО

ЭТО уравнен ие линейн о относительно ~; , поэтому В силу начальных ус-
- -

ловий пол учаем , что ~ (х, t) = О . Этим доказа но , что у (х, t) = У (х, t), и

с истема уравнен ий (22) , (23) сводится к одном у у р авнению (9), причем

действител ьность функции у (х , t) следует из характера выбранных началь

ных услови й (20) и теоремы единственности Коши . Ита к, утверждение тео

ремы полностью доказ а но .

доказан на я тео рема имеет сер ьез ный недостаток , та к ка к не дает эффек 

тивного кр итерия дл я описания подмногообразия М, кр ивые rJ!. которо го яв

ляютс я нос ител ями фун кций t (х) f :R, обеспечи вающи х интегрир уемость

у р авне ния Ри к кати (9) с помощью квадр атур . Поэтому подмногообр азие М

следует оп исать на языке задач ал гебраической геометрии. предварительно

сведя п рсбл ему описания класса фун кци й :R к пробл еме Я коби обращени я

абелевых интегр алов на гипер эллнптических римано вых повер х ност я х .
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(1)

ЗАДАЧА ТИПА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

в настоящей работе, являющейся развитием работ [3, 6], изучена задача

типа Дирихле для гиперболического по Гордингу уравнения 2n-го порядка

с постоянными действительными коэффициентами в области D = [О, Т] х Qm'
где Qm - т-мерный тор, полученный отождествлением противоположных

граней параллелепипеда [ х 1 О :::;;; Х; :::;;; 2л:, j = т.-m}, и установлены усло
вия существования, единственности и корректности решения задачи.

Рассмотрим в области D задачу

~ al'lu (1, х)
~ а/ ------'-----'---;-1- = t (t, х),

\II"';2n д/2I Одх: ' . . . дх",:,

~ ьШ a!Slu (1. Х) \ - 0(' - -1-)
~ , s - J- ,n,

ls/",; N at2soax" дх т 1=0
'о "'; n- I I ... т (=Т

(2)

где аn;о; ...,О = 1; а" b~i) Е 11\; l = (lo, [1' • • • , (т)' 5 = (50' 51' . .. ,5~), III =

= 2lo + [1 + ... + [т' Вид области D н алагает условия 2л.-периодичности

по х на функции и (t, х) и t (t, х) .

Предположим, что при любом фиксированном 50 = О, n - 1
n

~ ~ [b~~~ s ,] 2=F0. (3)
;= 1 I s'I~N-2sо

Уравнение (1) гиперболическое по Гордингу, т. е. V ; Е [R '" (О } корни
).., (;) уравнения

(4)

удовлетвор яют условию

RеА;Ю <С (j = 1, 2n ). (5)

В дальнейшем используем такие обозначения: k = (k}, , km) , I k 1 =
= 1 k} 1 + + I km 1; (k, х) = kl X l + ... + kmxm; 5' = (51' , 5m); HQ (q =
= О, 1, 2, ) - гильбертоно пространство 2л - пе риодических по всем пере-

менным функций V (х) = ~ Vk ехр {i (k, х) } со скалярным произведением,
k

индуцирующим норму Ш :

11 V (x)IJ~ = (2л:)m ~ [1 + 11 k li2 ]Q\ и" 12; (6)
а jkj ;,O

H~ (q~ р) - г ильбертово пространство функций u (t, х) таких , что V t Е
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