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Óçàãàëüíåíî íà ïîíÿòòÿ çáiæíîñòi çà ôiëüòðîì äâi âëàñòèâîñòi
çâè÷àéíî¨ çáiæíîñòi: (1) ìíîæèíà ãðàíè÷íèõ òî÷îê ïîñëiäîâíîñòi
äiéñíèõ ÷èñåë ìîæå áóòè áóäü-ÿêîþ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ R;
(2) äëÿ êîæíî¨ ãðàíè÷íî¨ òî÷êè ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë iñíó¹
çáiæíà äî öi¹¨ òî÷êè ïiäïîñëiäîâíiñòü. Îõàðàêòåðèçîâàíî âiäïîâiä-
íi êëàñè ôiëüòðiâ äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó i îêðåìî äëÿ ôiëüòðiâ
ïîðîäæåíèõ ìàòðè÷íèìè ìåòîäàìè ïiäñóìîâóâàííÿ.

1 Âñòóï

Ìåòà öi¹¨ ðîáîòè � óçàãàëüíèòè äâi âiäîìi âëàñòèâîñòi çâè÷àéíîãî ïî-
íÿòòÿ çáiæíîñòi ïðî ãðàíè÷íi òî÷êè ïîñëiäîâíîñòi íà ïîíÿòòÿ çáiæíîñòi
çà ôiëüòðîì. Ïåðøà âëàñòèâiñòü ãîâîðèòü, ùî ìíîæèíà ãðàíè÷íèõ òî÷îê
ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë ìîæå áóòè áóäü-ÿêîþ çàìêíåíîþ ïiäìíîæè-
íîþ â R. Äðóãà, ùî äëÿ êîæíî¨ ãðàíè÷íî¨ òî÷êè ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ
÷èñåë iñíó¹ çáiæíà äî öi¹¨ òî÷êè ïiäïîñëiäîâíiñòü. Ìè âñòàíîâëþ¹ìî, äëÿ
ÿêèõ ñëàáøèõ âèäiâ çáiæíîñòi âèêîíóþòüñÿ öi äâi âëàñòèâîñòi, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ôiëüòðà, ÿêå áóëî ââåäåíå ùå Êàðòàíîì ó [1].

Äàëi ìè äà¹ìî âñi íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ i âëàñòèâîñòi ùîäî íàøî¨ çàäà-
÷i. Áiëüøå ïðî ôiëüòðè, óëüòðàôiëüòðè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ ìîæíî çíàéòè
ó áóäü-ÿêié ñó÷àñíié êíèæöi ç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨, íàïðèêëàä ó [2].

MSC 2000: 40C05, 54A20
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Íàãàäà¹ìî, ùî ôiëüòð F íà N - öå íåïîðîæíÿ ñèñòåìà ïiäìíîæèí N,
ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi àêñiîìè: ∅ /∈ F ; ÿêùî A,B ∈ F , òî A

⋂
B ∈ F ;

äëÿ êîæíîãî A ∈ F ÿêùî B ⊇ A, òî B ∈ F .
Ïîñëiäîâíiñòü (xn), n ∈ N, ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ

F-çáiæíîþ äî x (ìè ïèøåìî x = F - limxn, àáî xn →F x), ÿêùî äëÿ
êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x ìíîæèíà {n ∈ N : xn ∈ U} íàëåæèòü äî F .

Çîêðåìà, ÿêùî âçÿòè çà F ôiëüòð ìíîæèí, äîïîâíåííÿ äî ÿêèõ ñêií-
÷åííi (ôiëüòð Ôðåøå), òîäi F-çáiæíiñòü ñïiâïàäà¹ çi çâè÷àéíîþ çáiæíi-
ñòþ.

Ïðèðîäíå âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó íà ìíîæèíi ôiëüòðiâ íà N âèçíà÷à¹-
òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: F1 º F2, ÿêùî F1 ⊇ F2. Ìàêñèìàëüíèé ó ñåíñi
ïðèðîäíîãî âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó ôiëüòð íàçèâà¹òüñÿ óëüòðàôiëüòðîì.
Ëåììà Öîðíà ãàðàíòó¹, ùî êîæíèé ôiëüòð ìàæîðó¹òüñÿ äåÿêèì óëüòðà-
ôiëüòðîì. Ôiëüòð F íà N ¹ óëüòðàôiëüòðîì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî A ⊆ N
àáî A, àáî N \A íàëåæèòü äî F .

Ôiëüòð F íà N íàçèâà¹òüñÿ âiëüíèì, ÿêùî âií ìàæîðó¹ ôiëüòð Ôðå-
øå. Â ïîäàëüøîìó ðîçãëÿäi, êîëè ìè ãîâîðèìî �ôiëüòð", ìè ìà¹ìî íà
óâàçi âiëüíèé ôiëüòð íà N. Çîêðåìà, êîæíà çáiæíà ó çâè÷àéíîìó ñåíñi
ïîñëiäîâíiñòü áóäå àâòîìàòè÷íî F-çáiæíîþ.

ßêùî G � öåíòðîâàíà ñèñòåìà ïiäìíîæèí (òîáòî âñi ñêií÷åíi ïåðåòè-
íè åëåìåíòiâ G � íåïîðîæíi), òî iñíó¹ ôiëüòð, ùî ìiñòèòü âñi åëåìåíòè G.
Íàéìåíøèé ôiëüòð, ùî ìiñòèòü âñi åëåìåíòè G, íàçèâà¹òüñÿ ôiëüòðîì,
ïîðîäæåíèì G.

Ïiäìíîæèíà N íàçèâà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíîþ âiäíîñíî ôiëüòðà F (àáî
ïðîñòî F-ñòàöiîíàðíîþ), ÿêùî âîíà ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí ç êîæíèì
åëåìåíòîì ôiëüòðà. Ïîçíà÷èìî ñèñòåìó âñiõ F-ñòàöiîíàðíèõ ìíîæèí ÷å-
ðåç F∗. Äëÿ I ∈ F∗ ìè íàçèâà¹ìî ñèñòåìó ìíîæèí {A∩I : A ∈ F} ñëiäîì
F íà I (ùî ¹ çâè÷àéíî ôiëüòðîì íà I), à ÷åðåç F(I) ïîçíà÷èìî ôiëüòð íà
N, ïîðîäæåíèé ñëiäîì F íà I. Î÷åâèäíî, F(I) ìàæîðó¹ F . Êîæíà ïiä-
ìíîæèíà N ¹ àáî åëåìåíòîì ôiëüòðó F , àáî äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà F ,
àáî ÿê ìíîæèíà, òàê i ¨¨ äîïîâíåííÿ ¹ F -ñòàöiîíàðíèìè ìíîæèíàìè. F∗
� öå â òî÷íîñòi îá'¹äíàííÿ âñiõ óëüòðàôiëüòðiâ, ùî ìàæîðóþòü F . F∗ ¹
ôiëüòðîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âií çáiãà¹òüñÿ ç F i F ¹ óëüòðàôiëü-
òðîì.

F -çáiæíiñòü íà ñòàöiîíàðíèõ ìíîæèíàõ ¹ àíàëîãîì çâè÷àéíî¨ çáiæíî-
ñòi ïiäïîñëiäîâíîñòåé.
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Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, xn, x ∈ X i F �
ôiëüòð íà N. Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1. (xn) � F-çáiæíà äî x;

2. (xn) � F(I)-çáiæíà äî x äëÿ êîæíîãî I ∈ F∗;

3. x � ãðàíè÷íà òî÷êà (xn)n∈I äëÿ êîæíîãî I ∈ F∗;

4. (xn) � U-çáiæíà äî x äëÿ êîæíîãî óëüòðàôiëüòðà U º F .

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöi¨ (1) ⇒ (2), (2) ⇒ (3) i (1) ⇒ (4) ¹ î÷åâèäíèìè.
Ïîêàæåìî, ùî (3) ⇒ (1) i (4) ⇒ (3). Ïðèïóñòèìî, xn íå F-çáiæíà äî x.
Òîäi iñíó¹ òàêèé îêië U òî÷êè x, ùî ó êîæíié A ∈ F äëÿ äåÿêîãî j ∈ A
áóäå xj 6∈ U . Îòæå, I = {j ∈ N : xj 6∈ U} � ñòàöiîíàðíà ìíîæèíà i x íå ¹
ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ äëÿ (xn)n∈I . Òîìó äëÿ áóäü ÿêîãî U º F(I) xn 6→U x.

Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ïîñëiäîâíîñòi (xn) âiä-
íîñíî F (àáî ïðîñòî F-ãðàíè÷íîþ), ÿêùî x íàëåæèòü äî çàìèêàííÿ
{xn}n∈A äëÿ êîæíîãî A ∈ F . Ìíîæèíó âñiõ F-ãðàíè÷íèõ òî÷îê ïîñëi-
äîâíîñòi (xn) ïîçíà÷èìî ÷åðåç LIMF (xn). LIMF (xn) ¹ çàìêíåíîþ ìíî-
æèíîþ. ßêùî F2 º F1, òî LIMF2(xn) ⊆ LIMF1(xn).

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, xn, x ∈ X, à F �
ôiëüòð íà N. Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1. x ∈ LIMF (xn);

2. äëÿ êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x iñíó¹ òàêà ñòàöiîíàðíà ìíîæèíà
I ∈ F∗, ùî {xn : n ∈ I} ⊆ U ;

3. iñíó¹ óëüòðàôiëüòð U º F , ùî xn →U x.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöi¨ (3) ⇒ (2), (2) ⇒ (1) î÷åâèäíi. Iìïëiêàöiÿ (1) ⇒
(2) � ñòàíäàðòíèé ôàêò (äèâ., íàïðèêëàä, [3], � 7. 3., ñ. 101).

Òåïåð ìè ìà¹ìî âñå íåîáõiäíå äëÿ óçàãàëüíåííÿ îãîëîøåíèõ âëàñòè-
âîñòåé íà âèïàäîê ôiëüòðiâ.
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2 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Íà âiäìiíó âiä çâè÷àéíî¨ çáiæíîñòi, äëÿ ôiëüòðiâ âëàñòèâiñòü iñíóâà-
ííÿ çáiæíî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi ìà¹ ìiñöå íå òiëüêè äëÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòî-
ðiâ. Òîìó ìè ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ôiëüòðà F íà N íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1. äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i ïîñëiäîâíîñòi (xn) â X
ÿêùî x ∈ LIMF (xn), òî iñíó¹ I ∈ F∗, äëÿ ÿêîãî xn →F(I) x.

2. äëÿ êîæíîãî óëüòðàôiëüòðà U º F iñíó¹ I ∈ F∗, äëÿ ÿêîãî F(I) =
U .

Äîâåäåííÿ. (1)⇒ (2). Ðîçãëÿíåìî ñòîóí-÷åõiâñüêó êîìïàêòèôiêàöiþ íà-
òóðàëüíîãî ðÿäó X = βN. Íàãàäà¹ìî, ùî βN îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ìíîæè-
íîþ âñiõ (ó òîìó ÷èñëi íåâiëüíèõ) óëüòðàôiëüòðiâ íà N. Òîïîëîãiÿ íà X
ïîðîäæó¹òüñÿ áàçîþ {Ã : A ⊆ N}, äå Ã = {U ∈ βN : A ∈ U}.

Âiçüìåìî íà X ïîñëiäîâíiñòü íåâiëüíèõ óëüòðàôiëüòðiâ xn = {A ⊆
N : n ∈ A}. Òîäi íåñêëàäíî ïîáà÷èòè, ùî ìíîæèíà LIMF (xn) çáiãà¹òüñÿ
ç ìíîæèíîþ âñiõ óëüòðàôiëüòðiâ, ùî ìàæîðóþòü F . Äëÿ áóäü-ÿêîãî óëü-
òðàôiëüòðà x º F çáiæíiñòü xn →F(I) x çà îçíà÷åííÿì ìîæíà ïåðåïèñà-
òè ÿê òå, ùî äëÿ êîæíîãî îêîëó Ã òî÷êè x ìè ìà¹ìî {n : xn ∈ Ã} ∈ F(I),
òîáòî ïðîñòî A ∈ F(I). Öå i îçíà÷à¹, ùî x = F(I).

(2) ⇒ (1). Ïðÿìèé íàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 2.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ôiëüòðà F íà N íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1. äëÿ êîæíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X i ïîñëiäîâíîñòi (xn) â X
ÿêùî x ∈ LIMF (xn), òî iñíó¹ I ∈ F∗, äëÿ ÿêîãî xn →F(I) x.

2. äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X i êîæíî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi (xn) â X ÿêùî x ∈ LIMF (xn), òî iñíó¹ I ∈ F∗, äëÿ
ÿêîãî xn →F(I) x.

3. Äëÿ êîæíî¨ ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (In) â F∗, I1 ⊇ I2 ⊇ . . . , iñíó¹
I ∈ F∗, äëÿ ÿêîãî In ∈ F(I).

Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2) � î÷åâèäíî. (2) ⇒ (3). Íåõàé {Un}∞n=1 � çëi÷åííà
áàçà îêîëiâ òî÷êè x, U1 6= X, U1 ⊇ U2 ⊇ . . . . Äëÿ áóäü-ÿêèõ In ⊂ F∗,
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I1 ⊇ I2 ⊇ . . . ðîçãëÿíåìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü (xn), ùî xn ∈ Uk \ Uk−1

ÿêùî n ∈ Ik \ Ik−1 äëÿ êîæíîãî k ∈ N (òóò U0 = X i I0 = Ø).
Îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî Uk iñíó¹ Ik ∈ F∗, äëÿ ÿêîãî {xn : n ∈

Ik} ⊆ Uk, òîáòî x ∈ LIMF (xn). Çà óìîâîþ, iñíó¹ òàêà ìíîæèíà I ∈ F∗,
ùî äëÿ êîæíîãî Uk ìíîæèíà {n : xn ∈ Uk} ∈ F(I). Ç iíøîãî áîêó,
{n : xn ∈ Uk} çà ïîáóäîâîþ äîðiâíþ¹ Ik. Òîáòî Ik ∈ F(I), ùî i òðåáà
áóëî äîâåñòè.

(3) ⇒ (1). Íåõàé {Un}∞n=1 � çëi÷åííà áàçà îêîëiâ x äîâiëüíîãî ìåòðè-
÷íîãî ïðîñòîðó X. Ìîæåìî ââàæàòè, ùî U1 ⊇ U2 ⊇ . . . . Äëÿ êîæíîãî
Uk ìíîæèíà Ik := {n : xn ∈ Uk} íàëåæèòü äî F∗ òà I1 ⊇ I2 ⊇ . . . . Çà
óìîâîþ, iñíó¹ òàêà ìíîæèíà I ∈ F∗, ùî In ∈ F(I) äëÿ êîæíîãî n ∈ N.
Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U(x), çíàéøîâøè òàêå m, ùî Um ⊆ U(x), ìè
îòðèìà¹ìî {xn : n ∈ Im} ⊆ U(x), ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà 5. Íåõàé X � íåñêií÷åííèé ãàóñäîðôiâ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
F � ôiëüòð íà N. Íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1. äëÿ êîæíîãî ñåïàðàáåëüíîãî ïiäïðîñòîðó Y â X iñíó¹ òàêà ïîñëi-
äîâíiñòü (xn) â X, ùî LIMF (xn) = Y ;

2. iñíó¹ ðîçáèòòÿ N =
⊔∞

k=1 Ik, äå Ik ∈ F∗;
3. iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü óëüòðàôiëüòðiâ, ùî ìàæîðóþòü F .

Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (3). Â Y ¹ íåñêií÷åíà êiëüêiñòü òî÷îê. Äëÿ êîæíî¨
òî÷êè x ∈ LIMF (xn) iñíó¹ ñâié óëüòðàôiëüòð U º F , çà ÿêèì ïîñëi-
äîâíiñòü xn çáiãà¹òüñÿ äî x. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî íåñêií÷åííó êiëüêiñòü
óëüòðàôiëüòðiâ U º F .

(2)⇒ (3). Ðîçãëÿíåìî ôiëüòðè F(Ik), k = 1, 2, . . . . Êîæåí ç íèõ ìàæî-
ðó¹òüñÿ ÿêèìîñü óëüòðàôiëüòðîì Uk º F(Ik). Äèç'þíêòíiñòü Ik ãàðàí-
òó¹, ùî Uk � ïîïàðíî ðiçíi. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìà¹ìî íåñêií÷åííó êiëüêiñòü
óëüòðàôiëüòðiâ Uk º F .

(2) ⇒ (1). Íåõàé K = {yi}i∈N � çëi÷åííà ùiëüíà ìíîæèíà â Y . Ïî-
áóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü (xn) îáðàâøè xi := ym äëÿ i ∈ Im. Òîäi äëÿ êî-
æíîãî m i êîæíîãî A ∈ F ìà¹ìî ym ∈ {xn}n∈A∩Im ⊆ {xn}n∈A, òîáòî
K ⊂ LIMF (xn). ×åðåç òå, ùî LIMF (xn) çàìêíåíà ïiäìíîæèíà Y , ìè
îòðèìó¹ìî, ùî Y = LIMF (xn).

(3) ⇒ (2). Ïðèïóñòèìî, öå íå òàê. Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ N ∈ N i òàêå
ðîçáèòòÿ N =

⊔N
k=1 Ik, Ik ∈ N, ùî æîäíå Ik íå ìîæíà ðîçáèòè íà äâi
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F-ñòàöiîíàðíi ìíîæèíè. Ñïðàâäi, iíàêøå, ðîçáèâøè ÿêåñü Ik = J1,k t
J2,k, J1,k, J2,k ∈ F∗, ìîæíà ïîâòîðèòè ðîçáèòòÿ äëÿ N + 1 ñòàöiîíàðíî¨
ìíîæèíè, i òàê äàëi, äîêè íå îòðèìà¹ìî ðîçáèòòÿ N =

⊔∞
k=1 Ik, Ik ∈ F∗.

Öå îçíà÷à¹, ùî F(Ik), k = 1, 2, . . . , N óëüòðàôiëüòðè. Çà óìîâîþ, iñíó¹
ùå äåÿêèé óëüòðàôiëüòð U îêðiì F(Ik), k = 1, 2, . . . , N . Îòæå, iñíóþòü
òàêi Ak ∈ U , ùî Ak 6∈ F(Ik). Òîäi A =

⋂N
k=1 Ak ∈ U , àëå A 6∈ F(Ik), òîáòî

A ∈ F∗, àëå A∩Ik 6∈ F∗. Îòðèìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç òèì, ùî N =
⊔N

k=1 Ik.

3 Ôiëüòðè, ùî ïîðîäæåíi ìàòðèöÿìè ïiäñóìîâó-
âàííÿ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäæó¹ìî ìàòðè÷íå óçàãàëüíåííÿ ñòàòèñòè-
÷íî¨ çáiæíîñòi âiäíîñíî äâîõ âëàñòèâîñòåé, ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî. Íåçâà-
æàþ÷è íà òå, ùî ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ i ñòàòèñòè÷íà çáiæíiñòü áóëè
ââåäåíi îêðåìî i äî íåäàâíüîãî ÷àñó ðîçâèâàëèñÿ íåçàëåæíî, âîíè òiñíî
ïîâ'ÿçàíi. Îçíà÷åííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ çáiæíîñòi áóëî ââåäåíî Ôàñòîì [4],
ÿêèé âèêîðèñòîâóâàâ ùiëüíiñòü ìíîæèí â N. Ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷è-
ñåë xk ñòàòèñòè÷íî çáiãà¹òüñÿ äî x ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 ìíîæèíà
{k : |xk − x| > ε} ìà¹ íàòóðàëüíó ùiëüíiñòü 0, äå íàòóðàëüíà ùiëüíiñòü
ïiäìíîæèíè A ⊂ N âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê d(A) := limn n−1|{k ≤ n : k ∈ A}|.
Ñòàòèñòè÷íà çáiæíiñòü ¹ óçàãàëüíåííÿì çâè÷àéíîãî ïîíÿòòÿ çáiæíîñòi,
i â ñâîþ ÷åðãó óçàãàëüíþâàëàñÿ áàãàòüìà ñïîñîáàìè ([5, 6, 7, 8, 9, 10]).
Îãëÿä òåîði¨ ñòàòèñòè÷íî¨ çáiæíîñòi ÷èòà÷ ìîæå çíàéòè, íàïðèêëàä, ó
[11]. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî óçàãàëüíåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ çái-
æíîñòi ÷åðåç ìàòðè÷íî âèçíà÷åíó ùiëüíiñòü, ÿê ó [7].

Ìè íàçèâà¹ìî N× N-ìàòðèöþ ϕ = (ϕi,j) ìàòðèöåþ ïiäñóìîâóâàííÿ,
ÿêùî

1. ϕi,j ≥ 0 äëÿ âñiõ i, j, òà ϕi,j = 0 äëÿ j > i;

2. limi→∞
∑∞

j=1 ϕi,j = 1;

3. limi→∞ ϕi,j = 0 äëÿ êîæíîãî j ∈ N.

Äëÿ ìàòðèöi ïiäñóìîâóâàííÿ ϕ òà I ⊆ N íåõàé

dϕ(I) = lim
i→∞

∞∑

j=1

ϕi,jχI(j),
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êîëè öÿ ãðàíèöÿ iñíó¹. Îñêiëüêè dϕ(I) äëÿ äåÿêèõ ïiäìíîæèí
N íå iñíó¹, áóäåìî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè âåðõíþ ùiëüíiñòü
dϕ(I) := lim supi→∞

∑∞
j=1 ϕi,jχI(j). Ãîâîðÿòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü

xk ϕ-ñòàòèñòè÷íî çáiãà¹òüñÿ äî x ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0,
dϕ({k : |xk − x| > ε}) = 0. ßêùî ϕ = C1 � ìàòðèöÿ ×åçàðî (òîáòî
ϕi,j = 1/i äëÿ j ≤ i), òî dC1 ¹ ôóíêöi¹þ íàòóðàëüíî¨ ùiëüíîñòi, ÿêà
ïîðîäæó¹ çâè÷àéíó ñòàòèñòè÷íó çáiæíiñòü.

Äëÿ ìàòðèöi ïiäñóìîâóâàííÿ ϕ âèçíà÷èìî Fϕ = {A ⊆ N : dϕ(N\A) =
0} òà çàçíà÷èìî, ùî Fϕ � ôiëüòð íà N. Íåñêëàäíî ïîáà÷èòè, ùî Fϕ-
çáiæíiñòü i ϕ-ñòàòèñòè÷íà çáiæíiñòü öå îäíå i òå æ, òà ùî ìíîæèíà I ¹
Fϕ-ñòàöiîíàðíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè dϕ(I) > 0.

Íàðåøòi ìè ãîòîâi âñòàíîâèòè, ÿêi ç íàøèõ âëàñòèâîñòåé ìàþòü ôiëü-
òðè, ïîðîäæåíi ìàòðè÷íèìè ìåòîäàìè ïiäñóìîâóâàííÿ.

Òåîðåìà 6. Íåõàé ϕ � ìàòðèöÿ ïiäñóìîâóâàííÿ. Òîäi ôiëüòð Fϕ ìà¹
âëàñòèâiñòü òåîðåìè 5.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:
1. mi := maxk∈N ϕik 6→i→∞ 0. Òîäi iñíó¹ δ > 0 i ïîñëiäîâíiñòü (in) òàêà,

ùî min > δ. ßêùî ki � òi ñòîâïöi, äå äîñÿãà¹òüñÿ ìàêñèìóì ϕiki = mi,
òî, âèáèðàþ÷è I = (ki), ìà¹ìî, ùî I ∈ F∗ϕ òà Fϕ(I) ¹ ôiëüòð Ôðåøå íà
I. Îòæå, áóäü-ÿêå ðîçáèòòÿ I =

⊔∞
n=1 Jn íà íåñêií÷åííi Jn â îá'¹äíàííi

ç N \ I äà¹ íàì òå, ùî òðåáà.
2. mi := maxk∈N ϕik →i→∞ 0. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî I ∈ F∗ϕ ç dϕ(I) = α,

i áóäü-ÿêîãî δ > 0 iñíó¹ òàêà ïiäìíîæèíà J ⊆ I, ùî |dϕ(J)−α/2| < δ. Äëÿ
ïîáóäîâè J çíàéäåìî òàêå N ∈ N, ùî äëÿ âñiõ i > N maxk∈N ϕik < δ/2,
òà çíàéäåìî òàêi (in), i0 = N , ùî

∑in
k=in−1+1 ϕinkχI(k) > α − δ/2. Òîáòî

iñíóþòü òàêi Jn ⊂ (in−1, in]∩N, ùî |∑in
k=1 ϕinkχJn(k)−α/2| < δ, i çàÿâëåíå

J � öå
⊔∞

n=1 Jn. Òàêèì ÷èíîì ìè ìîæåìî ñïî÷àòêó ðîçáèòè N íà äâi Fϕ-
ñòàöiîíàðíi ìíîæèíè, à ïîòiì ðîçáèâàòè êîæíó íàñòóïíó ìíîæèíó íà
äâi ç íåíóëüîâîþ âåðõíüîþ ùiëüíiñòþ. Ïðîäîâæóþ÷è äî íåñêií÷åííîñòi,
îòðèìà¹ìî ïîòðiáíå ðîçáèòòÿ.

Òåîðåìà 7. Íåõàé ϕ � ìàòðèöÿ ïiäñóìîâóâàííÿ. Íàñòóïíi óìîâè åêâi-
âàëåíòíi:

1. ôiëüòð Fϕ ìà¹ âëàñòèâiñòü òåîðåìè 4.

2. infI∈F∗ϕ dϕ(I) > 0.
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3. iñíó¹ δ > 0, ùî äëÿ êîæíîãî I ∈ F∗ϕ iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü
iíäåêñiâ (in) â N, ùî maxk∈I ϕink > δ, n ∈ N.

Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Óìîâà (1) ó òåðìiíàõ ϕ-ùiëüíîñòi ìà¹ íàñòóïíèé
âèãëÿä: äëÿ êîæíî¨ ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí In ⊆ N, I1 ⊇ I2 ⊇ . . . ç
dϕ(In) > 0 äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ I ⊆ N, dϕ(I) = α > 0, ùî dϕ(In∩I) =
α i dϕ(I \ In) = 0 äëÿ âñiõ n ∈ N. Ïðèïóñòèìî, ùî infI∈F∗ϕ dϕ(I) = 0.
Òîäi iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (Jk) ⊂ F∗ϕ, ùî dϕ(Jk) < 2−k. Ïîêëàâøè
In :=

⋃∞
k=n Jk, ìè îòðèìó¹ìî âæå ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü (In) ⊂ F∗ϕ ç

dϕ(In) →n→∞ 0, ùî ñóïåðå÷èòü iñíóâàííþ I ∈ F∗ϕ, ç dϕ(In ∩ I) = α.
(2) ⇒ (1). Âiçüìåìî äîâiëüíó ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí In ∈ F∗ϕ,

I1 ⊇ I2 ⊇ . . . . Ç óìîâè infn∈N dϕ(In) = α > 0 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òà-
êî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi (Inl

) ïîñëiäîâíîñòi (In), ùî |dϕ(Inl
) − α| < 1

2l i äëÿ
êîæíîãî l ∈ N iñíó¹ iíäåêñ il, äëÿ ÿêîãî |∑il

k=1 ϕilkχInl
(k)− α| < 1

2l . Ïî-
êëàâøè ∆l = Inl

∩ {1, 2, . . . , il} i I :=
⋃∞

l=1 ∆l, íåñêëàäíî ïîáà÷èòè, ùî
dϕ(I) = α. Âçÿâøè â ÿêîñòi l(n) íàéìåíøå l, äëÿ ÿêîãî nl ≥ n, îòðèìà¹ìî
dϕ(In ∩ I) = dϕ(

⋃∞
k=l(n) ∆k) = α i dϕ(I \ In) = dϕ(

⋃l(n)−1
k=1 ∆k) = 0 äëÿ âñiõ

n ∈ N.
(2) ⇒ (3). Íåõàé infI∈F∗ϕ dϕ(I) = α > 0, àëå äëÿ δ < α/8 iñíóþòü

òàêi I ∈ F∗ϕ i N ∈ N, ùî äëÿ âñiõ i > N maxk∈I ϕik < δ. Öå ãàðàí-
òó¹ iñíóâàííÿ (in), i0 = N , ùî

∑in
k=in−1+1 ϕinkχI(k) > dϕ(I) − δ. Îòæå,

îöiíêà maxk∈I ϕik < δ äà¹ ìîæëèâiñòü çíàéòè J ⊆ I ç âåðõíüîþ ùiëüíi-
ñòþ α/2 ç òî÷íiñòþ äî 2δ: |dϕ(J) − α/2| < 2δ, à öå ñóïåðå÷èòü ðiâíîñòi
infI∈F∗ϕ dϕ(I) = α.

(3) ⇒ (2). Î÷åâèäíî.

ßê íàñëiäîê öi¹¨ òåîðåìè ìà¹ìî íåîáõiäíó óìîâó íà ìàòðèöþ ϕ äëÿ
âèêîíàííÿ âëàñòèâîñòi òåîðåìè 4: maxk∈N ϕik 6→i→∞ 0. Îòæå, ôiëüòð
ñòàòèñòè÷íî¨ çáiæíîñòi FC1 íå çàäîâîëüíÿ¹ öi¹¨ âëàñòèâîñòi.
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We consider �lter generalization of the following two properties of the
usual convergence: (1) the set of cluster points of sequence of real numbers
can be every closed subset of R; (2) for every cluster point of sequence of
real numbers there is converging to this point subsequence. We characterize
the corresponding classes of �lters for the general case and for the case of
�lters generated by a matrix summability method.




